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• �AX + B = C motako ekuazio matrizialak ebaztea
• �Baldintza jakin bat betetzen duten matrizeak zehaztea
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• �Parametro baten mende dagoen matrize karratu baten heina aztertzea, 

determinanteak erabiliz
• �Parametro baten mendeko matrize ez-karratu baten heina kalkulatzea, 
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erabiliz
• �AX = XA motako ekuazio matrizialak ebaztea
• �AX = B motako ekuazio matrizialak ebaztea
• �Problemak ekuazio linealen sistemen bidez ebaztea

• �Sistema bat aztertzea eta ebaztea, Rouché-Fröbeniusen teorema  
erabiliz

• �Parametro baten mendeko bi ekuazioko eta bi ezezaguneko sistema bat 
eztabaidatzea

• �Parametro baten mendeko hiru ekuazioko eta hiru ezezaguneko sistema 
bat eztabaidatzea

• �Parametro baten mendeko eta ezezagun baino ekuazio gehiagoko 
sistema bat eztabaidatzea

• �Parametro baten mendeko hiru ekuazioko eta hiru ezezaguneko sistema 
bat eztabaidatzea
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• �Parametro bat kalkulatzea, hiru bektore linealki independenteak  

izan daitezen
• �Bektore baten modulua kalkulatzea, biderkadura eskalarraren definizioa 

erabiliz

• �Parametro baten balioa kalkulatzea, bi bektore elkarzutak izan daitezen
• �Baldintza batzuk betetzen dituzten bi bektoreren bektore elkarzutak 

kalkulatzea
• �Triangelu baten erpin bat kalkulatzea
• �Bektoreak kalkulatzea, biderkadura bektorialari buruzko baldintzak 

jakinda
• �Biderkadura mistoa kalkulatzea, propietateak aplikatuz

• �Bi zuzenen posizioa kalkulatzea, haien ekuazio inplizituak erabiliz
• �Plano baten zuzen elkarzut bat kalkulatzea
• �Zuzen baten plano elkarzut bat kalkulatzea
• �Puntu bat zuzen batekoa dela egiaztatzea, parametro baten mende
• �Puntu batetik pasatu eta beste zuzen baten paraleloa den zuzen baten 

ekuazioa kalkulatzea
• �Zuzen bat eta haren kanpoko puntu bat bere baitan dituen planoaren 

ekuazioa kalkulatzea
• �Bere baitan bi zuzen ebakitzaile dituen planoaren ekuazioa kalkulatzea

• �Bi zuzen paralelo bere baitan dituen planoaren ekuazioa kalkulatzea
• �Puntu batetik pasatzen den eta plano baten paraleloa den planoaren 

ekuazioa kalkulatzea
• �Zuzen bat bere baitan duen eta plano baten elkarzuta den planoaren 

ekuazioa kalkulatzea
• �Bi zuzenen elkarzuta den zuzenaren ekuazioa kalkulatzea
• �Bi zuzenen posizio erlatiboak parametro baten mende kalkulatzea
• �Zuzen baten eta plano baten posizio erlatiboak parametro baten mende 

kalkulatzea

• �Bi planoren arteko distantzia kalkulatzea
• �Zuzen baten eta plano baten arteko distantzia kalkulatzea
• �Puntu batetik zuzen batera arteko distantzia kalkulatzea
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• �Beste plano batekin angelu jakin bat osatzen duen planoa kalkulatzea
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kalkulatzea
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kalkulatzea

• �Plano batekiko zuzen simetrikoa kalkulatzea
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mende badago
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• �Distantzia jakin batera dauden puntuak bilatzea
• �Zuzen batetik distantzia jakin batera dagoen zuzen bat kalkulatzea
• �Bi puntutatik distantzia berera dauden zuzen bateko puntuak kalkulatzea

• �Funtzio bati Bolzanoren teorema aplikatzea
• �Funtzio bati tarteko balioen teorema aplikatzea
• �Funtzio baten zenbait balioren arteko eragiketa baten limitea zehaztea
• �Funtzio bateko parametroa kalkulatzea, 3-3 indeterminazioa duen 

limite batean badago
• �Funtzio bateko parametroa kalkulatzea, 13 motako indeterminazioa duen 

limite batean agertzen bada
• �Bi funtzio esponentzialen zatiketaren limitea kalkulatzea

• �Funtzio batek puntu batean limitea baduen ala ez zehaztea
• �Indeterminazio bat ebaztea ( )f x a!  motako adierazpen bat agertzen 

denean

• �Parametroa kalkulatzea, funtzioaren limitea existi dadin puntu batean

• �Parametroak kalkulatzea funtzio bat jarraitua izan dadin
• �Ekuazio batek erro errealak dituen zehaztea
• �Bi kurbak elkar ebakitzen duten zehaztea
• �Funtzio batek balio jakin bat hartzen duen erabakitzea
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deribatua erabiliz
• �Funtzio baten ahurtasuna eta ganbiltasuna zehaztea
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• �
( )
( )f

f x
x

n

ly motako integral bat kalkulatzea

• �Integral bat zatika ebaztea
• �Integral arrazional bat kalkulatzea, izendatzaileak erro erreal 

bakunak soilik dituela jakinda
• �Integral arrazional bat kalkulatzea, izendatzaileak erro erreal 

anizkoitz bat soilik duela jakinda
• �Integral arrazional bat kalkulatzea, jakinda izendatzaileak erro 

bakunak eta anizkoitzak dituela
• �Integral arrazional bat kalkulatzea, izendatzaileak errealak ez 

diren erroak dituela jakinda
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kalkulatzea
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• �Lagin-espazioa zehaztea zuhaitz-diagrama baten bidez
• �Probabilitateak kalkulatzea Laplaceren erregela erabiliz
• �Kontingentzia-taula bat egitea eta probabilitateak kalkulatzeko 

erabiltzea
• �Aukera kopurua kalkulatzea, kontaketa-metodoak erabiliz

14  �Banaketa 
binomiala eta 
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• �Ausazko aldagai bat sortzea esperimentu batetik abiatuta
• �Ausazko aldagai diskretu baten probabilitate-funtzioa eta 

banaketa-funtzioa kalkulatzea
• �Ausazko aldagai batek banaketa binomiala duen jakitea eta 

haren probabilitate-funtzioa kalkulatzea
• �Probabilitateak kalkulatzea banaketa binomiala duten ausazko 

aldagaietan
• �Banaketa binomiala duten ausazko probabilitateak taulen bidez 

kalkulatzea
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• �Funtzio baten parametroa kalkulatzea haren zuzen ukitzailea ez 
dakigunean

• �Funtzio baten parametroak kalkulatzea haren zuzen ukitzailearen 
ekuazioa jakinda

• �Funtzio baten deribagarritasuna eta jarraitutasuna aztertzea
• �Funtzio baten deribagarritasuna eta jarraitutasuna aztertzea, haren 

parametroetatik abiatuta

• �Katearen erregela aplikatzea
• �Funtzio ezezagun baten mende dagoen funtzio baten deribatua kalkulatzea
• �Deribatuak kalkulatzea deribazio logaritmikoa erabiliz
• �Problemak ebaztea, funtzio inplizituen deribatua eta bete ditzaketen 

propietate geometrikoak erabiliz

• �Optimizazio-problema bat ebaztea, aldagai bat bakandu beharra 
dagoenean

• �Rolleren teorema aplikatzea
• �Batez besteko balioaren teorema aplikatzea
• �Batez besteko balioaren teorema orokortua aplikatzea
• �L’Hôpitalen erregela aplikatzea, limiteak kalkulatzeko
• �13, 30 eta 00 motatako indeterminazioak ebaztea
• �Funtzio bat zehaztea, mutur erlatibo bat eta funtzioaren puntu bat 

jakinda
• �Parametro baten balioa kalkulatzea, funtzio bat beti ahurra izateko

• �Funtzio baten deribatua adieraztea, grafikoa abiapuntu hartuta
• �Aldagai bat bakantzea eskatzen duen optimizazio-problema bat  

ebaztea
• �Optimizazio-problema bat ebaztea, tarteen muturrak aztertuz
• �Zatika definitutako funtzio bati Rolleren teorema aplikatzea
• �Frogapenak egitea, Rolleren teorema erabiliz
• �Funtzio baten parametroak kalkulatzea, batez besteko balioaren teorema 

aplikatzeko
• �Parametro bat kalkulatzea, limite baten emaitza gisa emandako balio bat 

lortzeko

• �Funtzio polinomiko bat adieraztea
• �Funtzio arrazional bat adieraztea
• �Erroketak dituzten funtzioak adieraztea
• �Funtzio esponentzial bat adieraztea
• �Funtzio logaritmiko bat adieraztea
• �Zatika definitutako funtzio bat adieraztea
• �Funtzio konposatu baten eremua kalkulatzea
• �Funtzio konposatu baten simetria aztertzea
• �Parametro ezezagunak kalkulatzea, asintotak abiapuntu hartuta

• �Funtzio baten monotonia eta kurbadura aztertzea, deribatuaren grafikotik 
abiatuta

• �Baldintza jakin batzuk betetzen dituen funtzio baten grafikoa adieraztea
• �Funtzio bat grafikoki adieraztea, aurrez parametroen balioa kalkulatuz
• �Biderkagai esponentzial bat edo logaritmiko bat duten funtzioen grafikoa 

adieraztea
• �Funtzio simetriko bat adieraztea
• �Biderkagai bat balio absolutuan adierazita duen funtzio baten grafikoa 

adieraztea

• �Zenbakitzailearen maila izendatzailearena baino handiagoa edo berdina 
duen integral arrazional bat kalkulatzea

• �Integral bat kalkulatzea aldagai-aldaketa bat eginez
• �Funtzio bat kalkulatzea deribatua eta funtzioa pasatzen den puntu bat 

jakinda
• �Baldintza bat betetzen duen jatorrizkoa kalkulatzea

• �
( )

( )xg

a g x2 2-

ly  motako integralak kalkulatzea

• �Integral bat kalkulatzea aldagai-aldaketa jakin bat erabiliz

• � a x2 2-y  motako integral bat kalkulatzea

• � e sin xaxy  edo cose xaxy  motako integral bat zatika kalkulatzea

• � ( ( ))ln P xy  motako integral bat zatika ebaztea, P(x) 1. mailako poligono bat 

izanda

• � ( )e P x·ax b+y  motako integral bat zatika ebaztea, P(x) polinomio bat izanda

• �Integral bat kalkulatzea aldagai-aldaketa bat eginez, polinomiko bihurtzeko
• �Integral bat kalkulatzea aldagai-aldaketa bat eginez, arrazional bihurtzeko

• �Integral mugatu bat zatika ebaztea
• Integral mugatu bat aldagai-aldaketa eginez ebaztea
• �Zatika definitutako funtzio batek mugatutako azalera kalkulatzea
• �Kurba baten azpiko azalera kalkulatzea, integrazio-muga bat infinitua 

denean

• �Kurba baten azpiko azalera kalkulatzea, integrazio-tarterik ematen ez 
denean

• �Kurba batek mugatutako irudi baten azalera kalkulatzea
• �Balio absolutuan adierazitako kurba batek eta zuzen batek mugatutako 

azalera kalkulatzea

• �Gertaeren guztizko kopurua kalkulatzea, oinarrizko gertaeren kopurua 
finitua bada

• �Esperimentu baten lagin-espazioa kalkulatzea, sarrera biko taula 
batekin

• �Probabilitateak esperimentatuz kalkulatzea
• �Probabilitateak kalkulatzea haien propietateak erabiliz

• �Gertaera konposatuen probabilitate-problemak ebaztea
• �Gertaeren ebakiduren probabilitatea kalkulatzea zuhaitz diagrama bat 

erabiliz
• �Biderketaren erregelak erabiltzea itzuleradun esperimentuetan
• �Probabilitateak kalkulatzea, erabateko probabilitatearen teorema erabiliz
• �Probabilitateak kalkulatzea, Bayesen teorema erabiliz

• �Ausazko aldagai jarraitu baten banaketa-funtzioa kalkulatzea, dentsitate-
funtziotik abiatuta

• �Taulak erabiliz, probabilitateak kalkulatzea banaketa normala duten 
ausazko aldagaietan

• �Banaketa binomiala duen ausazko aldagai baten parametroak 
kalkulatzea, normal batera hurbilduz

• �Banaketa binomiala duen ausazko aldagai baten parametroak 
kalkulatzea

• �Ausazko aldagai jarraitu baten dentsitate-funtzioa kalkulatzea eta haren 
banaketa-funtzioa adieraztea

• �Z / N(0, 1) balio positibo bat baino handiagoa izateko probabilitatea kalkulatzea
• �Z / N(0, 1) bi balioren artean egoteko probabilitatea kalkulatzea
• �Z / N(0, 1) balio negatibo bat baino handiagoa edo txikiagoa izateko 

probabilitatea kalkulatzea
• �Puntu bat kalkulatzea, probabilitatea jakinda
• �Ausazko aldagai bat tipifikatzea
• �Parametroetako bat kalkulatzea, beste parametroa eta probabilitate bat jakinda
• �Batez bestekoa eta desbideratze tipikoa kalkulatzea, bi probabilitate jakinda
• �Banaketa binomiala eta n handia duten ausazko aldagaien probabilitateak 

kalkulatzea
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Unitatearen eskema

Edukien orrialdeak: JAKIN eta EGITEN JAKIN osotasun moduan jorratuta.

Unitatearen sarrera: edukiak ikastera bultzatzen  
duen testua.

Unitatearen amaierako orrialdeak: ikasitako 
edukiak aplikatzeko beste urrats bat.

6

Unitate didaktikoen egitura oso sinplea da; izan ere, 
oinarrizko edukiak, ebatzitako adibideak eta 
proposatutako jarduerak erraz aurkitzea da 
helburua.

Unitatean zehar, ikur batzuen bidez, oinarrizko 
gaitasunak bereziki lantzen dituzten edukiak edo 
jarduerak daude adierazita. Hona hemen:

Bektoreak espazioan 4   

Biderkadura mistoa10

, etau v w hiru bektoreren biderkadura mistoa deritzo lehen bektorearen 
eta beste bien biderkadura bektorialaren biderkadura eskalarra kalkulatzean 
lortzen den zenbakiari eta [ , , ]u v w  idazten da.

?[ , , ] ( )u v w u v w#=

10.1.  Biderkadura mistoaren interpretazio geometrikoa

, etau v w hiru bektoreren biderkadura mistoaren balio absolutua haiek 
mugatutako paralelepipedoaren bolumenaren berdina da.

, etau v w hiru bektore ez-nuluk mugatutako pa-
ralelepipedoa hartu, eta haren bolumena kalku-
latuko dugu.

a

a

a

? ?

? ?

? ?

? ?

olumen ( ren azalera)
( ( ))
( )

[ , , ]

s n
cos

cos

i
B a h ABCD h v w

u v w
u v w
u v w u v w

90
#

#

#

#

c

; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ;

= = =

= - =

= =

= =

10.2.  Biderkadura mistoa koordenatutan adieraztea

Erreferentzia-sistema kanonikoan, hiru bektoreren, 
( , , ), ( , , ) ( , , )etau u u u v v v v w w w w1 2 3 1 2 3 1 2 3= = = , biderkadura mistoa hau da:

[ , , ]u v w
u
v
w

u
v
w

u
v
w

1

1

1

2

2

2

3

3

3

=

Egiaztatzeko, B = , ,{ }i j k  oinarri kanonikoko bektoreak hartuko ditugu:

[ , , ]i j k 1=  [ , , ]j k i 1=  [ , , ]k i j 1=

[ , , ]i k j 1=-  [ , , ]j i k 1=-  [ , , ]k j i 1=-

Propietateak aplikatuz, hiru bektoreren biderkadura mistoa kalkulatuko dugu:

[ , , ] [( ), ( ), ( )]

[ , , ] [ , , ] [ , , ]

[ , , ] [ , , ] [ , , ]

u v w u i u j u k v i v j v k w i w j w k

u v w i j k u v w i k j u v w j i k

u v w j k i u v w k i j u v w k j i

u v w u v w u v w u v w u v w u v w

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3 2 2 1 3

2 3 1 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1

= + + + + + + =

= + + +

+ + + =

= - - + + -

  Bi bektoreren biderkadura 
eskalarra zenbaki bat da.

  Bi bektoreren biderkadura 
bektoriala bektore bat da.

  Hiru bektoreren biderkadura 
mistoa zenbaki bat da.

Ez ahaztu

31. Bektore hauek ditugu: ( , , )u 1 2 0= - , ( , , )v 2 5 9= -   
eta ( , , )w 2 4 8= - . Kalkulatu biderkadura  
mistoak.

a) [ , , ]u v w  c) [ , , ]v w u

b) [ , , ]v u w  d) [ , , ]w v u

32. Kalkulatu bektore hauen biderkadura mistoa.

( , , )u 3 8 0=    ( , , )v 0 1 3= -    ( , , )w 5 4 0= -

33. Egiaztatu biderkadura misto hau zero dela:

[ , , ]u v u v+

JARDUERAK

Oinarri kanonikoko bektoreen 
biderkadura mistoa zero da, 
haietakoren bat errepikatuta 
badago.

[ , , ] [ , , ] [ , , ]
…

i i i i j i i k i
0

= = =

= =

Kontuan hartu

Biderkadura mistoaren aplikazioak11

Paralelepipedo bat bolumen 
bereko 6 tetraedrotan  
deskonposa daiteke.

Tetraedroaren bolumena  
paralelepipedoaren bolumenaren 
seirena da.

Kontuan hartu

11.1.  Paralelepipedo baten bolumena

,AB AC ADeta  bektoreek mugatutako paralelepipedoaren bolumena hiru bekto-
reen biderkadura mistoaren balio absolutua da:

[ , , ]AB AC ADolumenaB =

 EGITEN JAKIN

Paralelepipedo baten bolumena kalkulatzea

  Kalkulatu ( , , )u 1 1 0= , ( , , )v 0 1 1= -  eta ( , , )w 2 3 2=  bektoreek mugatutako 
paralelepipedoaren bolumena.

lehenik. Hiru bektoreen  
biderkadura mistoa  
kalkulatu behar da.

bigarrenik. Paralelepipedoaren bolumena  
biderkadura mistoaren balio absolutua da.

[ , , ]u v w
1
0
2

1
1
3

0
1
2

2 2 0 0 0 3 3= - =- + + - - - =-

olumen [ , , ]B a u v w 3 3 u3= = - =

11.2.  Tetraedro baten bolumena

A, B, C eta D erpinak dituen tetraedroaren bolumena,  
erpinak plano berekoak ez diren espazioko lau puntu  
izanik, formula honen bidez kalkulatzen da:

[ , , ]AB AC AD

6
Bolumena=

 EGITEN JAKIN

Tetraedro baten bolumena kalkulatzea

  Kalkulatu erpin hauek dituen tetraedroaren bolumena:

A (-1, 2, 1)   B (3, 0, 2)   C (1, 2, 3)   D (-1, 0, 1)

lehenik. Jatorria puntuetako batean eta muturra besteetan duten hiru bektore kalkulatu 
behar dira.

( , , )AB 4 2 1= -    ( , , )AC 2 0 2=    ( , , )AD 0 2 0= -

bigarrenik. Hiru bektoreen biderkadura  
mistoa kalkulatu behar da. 

[ , , ]AB AC AD
4
2
0

2
0
2

1
2
0

4 16 12=
-

-
=- + =

hirugarrenik. Tetraedroaren  
bolumena kalkulatzeko formula  olumen

[ , , ]AB AC AD
B a

6 6
12

2
; ;

= = =  u3 
aplikatu behar da.

a

A B

C

h
D

v w#

w

u

v

A B

C

D

A B

C

D

JARDUERAK

34. Kalkulatu , ,u 2 3 2= -_ i, ( , , )v 0 3 0= -  eta ( , , )w 7 2 1= - -  
bektoreek osatzen duten paralelepipedoaren bolumena.

35. Kalkulatu erpin hauek dituen tetraedroaren bolumena:  
A(0, 0, 0), B(0, 0, 1), C(0, 2, 0) eta D(3, 0, 0).
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MATEMATIKA ZURE BIZITZAN

ZERTARAKO BALIO DUTE ANGELUEK?

MotoGP lasterketako pilotuak zenbat 
etzaten diren jakiteko.

Unitate hau landu ondoren, argi samar azaldu de-
zakegu nola neurtzen den pilotuek motorra zenbat 
inklinatzen duten zirkuituko bihurguneak igarotze-
ko, erori gabe.

Zehaztu behar den lehendabiziko gauza erreferen-
tziak dira. Pistako zorua plano bat dela joko dugu, eta 
motorra beste plano bat dela. Angeluak plano ber-
tikalean neurtuko ditugu; hau da, motorra zuzen- 
zuzen dagoenean pilotuaren inklinazioa 0°-koa dela 
joko dugu. 

Jakina, kasu honetan planoak elkarzutak dira, eta, 
horrenbestez, pilotuak bihurgune batean oreka gal-
tzen badu eta erori egiten bada, 90°-ko inklinazioa 
duela esango dugu.

Oinarrizko kontzeptu horiek argitu ondoren, alderdi 
teknologikoenean sartuko gara. Lasterketetako mo-
torrek gailu berezi bat daramate uneoro motorraren 
planoaren bektore normala neurtzeko. Eta beste 
gailu baten bidez, motorra unean-unean zirkuituko 
zein lekutan dagoen ere jakin daiteke.

Zirkuituko zorua aldatzen ez denez, aurretik badaki-
gu zein den zoruaren bektore normala, eta oraintxe 
adierazi dugunez, une jakin batean motorra non da-
goen eta motorraren bektore normala zein den ere 
badakigu.

Bektore normalak jakinda, informazioa ordenagailu 
batera bidaltzen da. Ordenagailu horrek berehala 
egiten ditu kalkuluak. Eta, hain zuzen, unitate hone-
tan planoen arteko angeluak kalkulatzeko ikusitako 
formula erabiltzen du kalkulu horiek egiteko:

?

?
cos

n n

nn
a=

l

l

Kosinu hori jakinda, nahikoa da a bakantzea, kosi-
nuaren sekantea edo kosinuaren alderantzizkoa egi-
nez, motorraren inklinazio-angelua jakiteko.

Bitxikeria moduan, seguru jakin nahi duzula nork 
duen inklinazio handienaren errekorra. Marc Már-
quez pilotuak du: 68° inklinatu zen Brnoko zirkuituan 
(Txekiar Errepublikan).

Motor-kiroletan, MotoGPn eta 1 Formulan kasu, izan 
diren aurrerapen teknologikoak oso garrantzitsuak 
dira gizartearentzat, kirol horietan probatu ondoren 
egunerokoan erabiltzen ditugun ibilgailuetan era-
biltzen baitira, segurtasun-baliabide moduan.

 IRAKURRI ETA ULERTU

1. Azaldu, zure hitzekin, zer prozesuren bidez 
kalkulatzen den motor baten inklinazio-gradua 
zirkuitu batean dabilenean.

 INTERPRETATU

2. Zenbat gradutako inklinazio-tartea izan  
dezake motor batek irristatu eta erori  
gabe?

 HAUSNARTU

3. Zer posizio du motorrak haren bektore normala 
planoarekiko paraleloa bada?

 APLIKATU

4. Leku batean pilotu batek motorra a angelua 
inklinatu badu eta beste batek b angelua, eta 
jakinda cos a = 0,94 dela eta cos b = 0,86, zein 
pilotuk inklinatu du gehien motorra? Arrazoitu.
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Unitate horretan, 

matematika zure 
bizitzako atal  

bat dela ikusteaz 

gain, unitatearen 

lehen orrialdeko 

galderari 

erantzuten zaio.  

Eta horrez gain, 

zenbait jarduera 

proposatzen dira, 

atal horretan ageri 

den eguneroko 

egoeran gehiago 

sakontzeko.

Edukiak (jakin 
beharrekoa) testu 

argi eta egituratuetan 

aurkezten dira. 

Adibideak 
lagungarriak izango 

zaizkizu ikasitako 

edukiak finkatzeko.

Azalpen-testuen 

ertzetan 

informazio 
osagarria duzu, 

lauki batzuetan, 

lantzen diren 

kontzeptuak eta 

prozedurak hobeto 

ulertzeko.

Egiten jakin 

atalean, urratsez 

urrats ikasiko dituzu 

zure matematika-

garapenerako 

beharrezko 

prozedurak.

Orrialde horietako 

Jarduerak 

lagungarri izango 

zaizkizu ikasitakoa 

praktikan jartzeko.

Horrez gain, 

sekuentziatuta 

daudenez, 

menderatu egingo 

duzu ikasitakoa.

Angeluak eta distantziak6

Igandea da, zure egunik gogokoena. Aste 
gogor baten ondoren, bideokontsolarekin 
ibiltzeko eta erabat kateatu zaituen liburu 

hori irakurtzeko unea da. Horrez gain, 
zure futbol-taldearen partida dago, 

tenis-txapelketa handi baten finala eta 
MotoGPren mundialeko lasterketa 
ikusgarri bat.

Etxean familian ikusten dituzue motor-
lasterketak, denok dituzuelako gustuko, 
eta, gehienetan, denok etxean 
zaudetenean izaten dira. Asko gustatzen 

zaizu aurreratzeak ikustea, pistan lortzen 
dituzten abiadura handi-handiak eta bira 
azkarrena zeinek egiten duen jakitea.

Baina hainbat eta hainbat urtetan motor-
lasterketak ikusi eta gero ere, galdera hau 
etortzen zaizu burura: nola da posible 
pilotuak bihurguneetan motorra hainbeste 
inklinatzea lurrera erori gabe?

Duela urte batzuetatik, lasterketaren 
zuzeneko emanaldian bertan agertzen dira 
pantailan pilotuek bihurguneetan lortzen 
dituzten inklinazio-angeluak. Eta, jakina, 
prozesu horretan zeresan handia du 
matematikak.

Nola jakin dezakegu zer inklinazio-
angelurekin hartzen duen bihurgunea 
pilotu batek?

EDUKIAK

Zuzenen eta planoen arteko 
angeluak

Proiekzio ortogonalak

Puntu simetrikoak

Puntuen, zuzenen eta 
planoen arteko distantziak

Leku geometrikoak.  
Esfera

137

Unitateko edukiak 

(Jakin) zehazten 

dira.

Lehen orrialdean, 

eguneroko 

bizitzako egoera 

bat agertzen da, eta 

horixe erabiliko 

dugu unitatean 

ikasiko dituzun 

edukiak aplikatzeko.

Hizkuntza- eta literatura-
komunikaziorako gaitasuna

Matematikarako gaitasuna

Zientziarako gaitasuna

Teknologiarako gaitasuna

Gizarterako eta herritartasunerako 
gaitasuna

Arterako gaitasuna

Mugimendurako gaitasuna

Hitzez, hitzik gabe eta era 
digitalean komunikatzeko 
gaitasuna

Ikasten eta pentsatzen ikasteko 
gaitasuna

Elkarbizitzarako gaitasuna

Ekimenerako eta ekintzaile-sena 
garatzeko gaitasuna

Izaten ikasteko gaitasuna

Oinarrizko gaitasunak

Liburuan zehar, HEZIBERRIren araberako oinarrizko gaitasunen ikurrak ikusiko dituzu zenbait 
jardueraren ondoan. Ikur horiek kasu bakoitzean zer gaitasun lantzen den adierazten digute.

Arloko gaitasunak Zehar gaitasunak
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Egiten jakin orrialdeak: matematika ikasteko.

Jardueren orrialdeak: praktikatzeko eta eskuratutako ezagutzak finkatzeko. 
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Integral mugatuak 12   

Kurba batek itxitako azalera Bi kurbaren azpiko azalera

Bi kurbaren azpiko azalera

 EGITEN JAKIN

x
#

( )
aldin
aldin

B
B

f
x x

x x x
4 12 1

4 3 1>2=
+ -

- + -
)   funtzioa hartuta, kalkulatu funtzioaren grafikoak,  

abzisa-ardatzak eta x = 2 eta x = -3 zuzenek mugatutako barrutiaren azalera.

lehenik. Funtzioaren eta X ardatzaren arteko ebakipuntuak kalkulatu behar dira, existitzen badira.

( )
,

f x
x x

x x x x
0

4 12 0 3
4 3 0 1 32

1 2
"

"
"

=
+ = =-

- + = = =
)

bigarrenik. Funtzioaren zati bakoitzaren jatorrizko funtzio bat kalkulatu behar da.

( ) ( )Baldinx x dx x x x x x dx
x

x x1 4 12 2 12 1 4 3
3

2 3Baldin 2 2
3

2" "2#- + = + - - + = - +y y
hirugarrenik. Azalera mugatzen duten ebakipuntuen eta  
muturren integral mugatuak kalkulatu behar dira, balio absolutua hartuta.

Azalera ( ) ( ) ( )x dx x x dx x x dx

x x
x

x x
x

x x

4 12 4 3 4 3

2 12
3

2 3
3

2 3
3

46
3

1
2

1

1
2

1

2

2
3

1
3

2

1

1 3
2

= + + - + + - + =

= + + - + + - + =

-

-

-

-

-

- 1

27 = =A G G
y y y

Eskuineko grafikoa ( )f x x4 32= - +x  funtzioari dagokio eta ardatz kartesiarrekiko  
adierazita dago. Kalkulatu zati itzalduaren azalera.

lehenik. Azalera mugatzen duten funtzioak zehaztu behar dira.

Azalera kurbak eta ( ) eta ( ) , ( )f x x g h4 3 3 02= - + = =x x x  zuzenek osatzen dute.

bigarrenik. Funtzioen ebakipuntuak kalkulatu behar dira.

( )
( )

,
f x x

x x
g

4 3
3

0 4
2

1 2
= - +

=
= ="

x
x

4     
( )
( )

,
f x x

x x
h

4 3
0

1 3
2

1 2
= - +

=
= ="

x
x

4

hirugarrenik. Funtzioek itxitako azalerak kalkulatu behar dira.

a ( )Azaler x x dx
x

x3 4 3
3

2
3

32
1

2

0

4 3
2= - - + = - + =

0

4=A G7y
ra ( )Azale x x dx

x
x x0 4 3

3
2 3

3
4

2
2

1

3 3
2= - - + = - + - =

1

37 =A Gy
laugarrenik. Azaleraren balioa kalkulatu behar da.

ra ra raAzale Azale Azale
3

32
3
4

3
28

1 2= - = - =

Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de la función f x x x 2= -_ _i i  y la recta de ecuación x - y + 4 = 0.

Kalkulatu f (x) = | x(x - 2) | funtzioaren grafikoak eta x - y + 4 = 0 ekuazioa  
duen zuzenak mugatutako barrutiaren azalera.

lehenik. Balio absolutua duen funtzioa zatika definitutako funtzio gisa adierazi behar da.

( ) ( )
( )

( )
( )

f x x
x x x

x x x
x x x

x x x
x x x

x x x
2

2 0
2 0 2

2 2

2 0
2 0 2

2 2

aldin
Baldin
Baldin

Baldin
Baldin
Baldin

B 2

2

2

1 1 1 1
#

$

#

$

= - =

-

- -

-

=

-

- +

-

x * *

bigarrenik. Zuzena funtzio gisa adierazi behar da, y bakanduz.

x y y x4 0 4"- + = = +

hirugarrenik. Funtzioen arteko ebakipuntuak kalkulatu behar dira.

,x x x x x x0 2 4 1 4Baldin 2
1 2" " "# - = + =- =  Tarte horretan, funtzioek x = -1-n ebakitzen dute elkar.

x x x x0 2 2 4Baldin 2" "1 1 + = +-  Ez du soluziorik " Funtzioek ez dute elkar ebakitzen, tarte horretan.

,x x x x x x2 2 4 1 4Baldin 2
1 2" " "$ - = + =- =  Tarte horretan, funtzioek x = 4-n ebakitzen dute elkar.

laugarrenik. Azalera kalkulatu behar da, funtzioaren definizioaren tarteak kontuan hartuta.

( ) )ra ) ( ( ) ( ) ( ) (Azale x x dx x x dx x x dx

x x
x

x x
x

x x
x

4 2 4 2 4 2

3 2
3

4
3 2

4
3 2

3
4

6
13

3
26

3
22

6
109

2

1

0
2

0

2
2

2

4

3 2 3 2 3 2

= + - - + + - - + + + - - =

- + + - + - + +

-

= + + = + + =

x x x

1

0

0

2

2

4

-

=
7

=
7

=
7

G
A

G
A
G

Ay y y

Zatika definitutako funtzio batek mugatutako azalera kalkulatzea Kurba batek mugatutako irudi baten azalera kalkulatzea

Balio absolutuan adierazitako kurba batek eta zuzen batek mugatutako azalera kalkulatzea

PRAKTIKATU

30. Kalkulatu abzisa-ardatzaren eta  

( )
aldin
aldin

B
B

f x
x x
x x x
4 12 1

4 3 1>2

#
=

+ -

- + -
)  funtzioaren 

arteko azalera, x -2 eta 4 artean aldatzen bada.

Kalkulatu abzisa-ardatzaren, [1, +3] tartearen eta   

( )f x
x

x1
4

2

=
+

-ren grafikoaren arteko eskualdearen azalera.

lehenik. Funtzioaren eta  
X ardatzaren ebakipuntuak  
lortu behar dira, existitzen badira.

( )f x
x

x
0

1
0

4

2

"=
+

=

x1 02!+  x R!  guztietarako

Funtzioak ez du X ardatza ebakitzen.

bigarrenik. Funtzioaren jatorrizko funtzio bat kalkulatu behar da.

x
x

dx
x

dx
x

dx
x x

1 1 1
3
1 1

4

2

4 2 3

+
= + =- -y y y

hirugarrenik. Integral mugatuaren balio absolutua kalkulatu 
behar da tarte batean, infinitua c parametroaz ordezkatuz.

x

x
dx

x x c

c c1

3

1 1

3

4 3 1c c

4

2

1
3

1
3

3 2+
= - - =

- -= Gy
laugarrenik. Limitea  
kalkulatu behar da c-k 
zerora jotzen duenean.

Kurba batek itxitako azalera

Kurba baten azpiko azalera kalkulatzea, 
integrazio-muga bat infinitua denean

Kalkulatu ( )f x x x OX4 eta4 3= +  ardatzak osatutako 
eskualdearen azalera.

lehenik. Funtzioaren eta X ardatzaren ebakipuntuak kalkulatu 
behar dira, existitzen badira.

( ) ( ) ,f x x x x x x0 4 0 4 0 0 44 3 3
1 2" "= + = + = = =-"x

bigarrenik. Funtzioaren jatorrizko funtzio bat kalkulatu behar da.

( )x x dx x dx x dx
x

x4 4
5

4 3 4 3
5

4+ = + = +y y y
hirugarrenik. Integral mugatuaren balio absolutua kalkulatu 
behar da, integrazio-mugatzat kalkulatutako X ardatzarekiko 
ebakipuntuak hartuta.

ra ( )

.

Azale x x dx
x

x4
5

0
5

1 024
256

5
256

4 3

4

0 5
4= + = + =

- - +

-

= =

4-

0

e o

= Gy

Kurba batek itxitako azalera

Kurba baten azpiko azalera kalkulatzea, 
integrazio-tarterik ematen ez denean

PRAKTIKATU

32. Kalkulatu X ardatzak eta y = x3 - 9x kurbak 
mugatutako planoko eskualdearen azalera.

ra limAzale
c

c c

3

4 3 1
3
4

c 3

3 2

=
- -

=
3+"

PRAKTIKATU

33. Kalkulatu ( )f x x x22= -  funtzioak, abzisa-ardatzak eta y = 3 zuzenak osatutako barrutiaren azalera.

PRAKTIKATU

34. Kalkulatu funtzio hauek mugatutako barrutiaren azalera: ( ) ( )f x
x

g x
x2 1

1
eta 2= =

+
 .

PRAKTIKATU

31. Kalkulatu abzisa-ardatzaren, 3,4 + i8  tartearen eta   

( )f x
x
x

14

2

=
-

 funtzioaren grafikoaren arteko azalera.

X

Y

1

1

X

Y

1

1

X

Y

1-4

10

X

Y

1

1

X

Y

1

1

X

Y

1

1

1. azalera 2. azalera

X

Y

1

JARDUERAK

120. Matrize hauek ditugu: 

A
1
0
1

0
0
0

1
0
1

= f p      B
0
1
0

1
1
1

0
1
0

= f p

Adierazi berdintza hau betetzen duen X matrize bat:

A - A2 = A ? B - X

121. Ebatzi ekuazio matrizial hau:

? X
4
1

1
0

1
2

2
1

0
0

1
1

0
1

1
0

2
3

1
0-

-
-

-
=

-
-

d d dn n n

122. Adierazi 2 ordenako X matrize bat, hau betetzen duena:

 A + X = A  X + XA, non  A
0
1

1
0= d n den.

123. Ebatzi XA + AX = B ekuazio matriziala, non 

A
1
0

1
2=

-
d n eta B

0
1

2
1=

-
d n diren.

124. Adierazi, baldin badago, ekuazio matrizial hau betetzen 
duen 2 ordenako D matrize bat. 

? ?D
2
1

1
1

1
0

1
1

3
3

3
3

-
=

- -
d d dn n n

125. Matrize hauek ditugu: 

A
2
1
3

0
1
2

0
0
1

=
-
-

-
f p        B

8
0
0

2
1
0

6
5
6

= -
-

f p

Kalkulatu AX = B ekuazioa betetzen duen X matrizea.

126. Kalkulatu (X - I )B = A ekuazioa betetzen duen X 
matrizea, non A eta B matrize hauek diren: 

A
2
4

10

3
2
3

3
4
0

= -
-

-f p        B
2
1
0

1
0
1

0
0
1

= -
-

f p.

127.  A
m1

5
4

2
2
3

1
1

= -
-
f p  matrizea daukagu. Egin eskatutakoa.

a) Kalkulatu m-ren zer baliotarako duen soluzioa  
AX - Ai = A ekuazioak.

b) Ebatzi AX - Ai = A baldin m = 0 bada.

128. A
1
0

3
2= d n eta B

4
3

2
3

2
3=

-
-

-
d n matrizeak ditugu. 

Kalkulatu X + XA = Bi ekuazioa betetzen duen X matrizea.

129. A
7
1

1
0=

-
d n matrizea daukagu.

a) Kalkulatu A-1 matrizea.

b) Ebatzi AXA = A2 + A ekuazioa.

130. Kalkulatu XB + A = B + A2 betetzen duen X matrizea, 
jakinda A eta B matrize hauek direla:

A
1
1
1

0
0
0

0
0
0

= f p       B
1
2
3

0
1
2

0
0
2

= f p

131. Ebatzi ekuazio matrizialen sistema hauek:

a)
 

X Y2
2
0

1
3

1
3

4
0

+ =

-
X Y- =

d

d

n

n

4 
c)

 
X Y3

5
2

1
3

4
3

5
6

+ =
-

-
-

X Y2- =

d

d

n

n

4

b)
 

X Y

1

3
3
7

5
9

1
3

1

+ =

-
X Y+ =

d

d

n

n

4 
d)

 
X Y2 3

1
2

5
0

1
4

0
2

+ =
-

-
X Y3 2- =

d

d

n

n

4

132. Kalkulatu A eta B matrizeak, jakinda baldintza hauek 
betetzen dituztela:

A B
2
2
1

1
0
0

0
0
2

+ =
-
f p

A AB BA B
2
0
2

0
2
1

0
0
0

2 2- + - =
-

-
f p

133. Kalkulatu 2  X + Y = A eta 3X + 2Y = B ekuazioak 
betetzen dituzten X eta Y matrizeak, jakinda A eta B 
matrize hauek direla:

A
5
4

12
2

7
7= d n       B

11
20

25
10

0
35= d n

134. A, B eta C matrize hauek dira:

A
1
1

2
0=

-
d n     B

1
2

4
1=

-
-
-

d n     C
6
2

7
5=

- -
d n

Kalkulatu ekuazio matrizialen sistema hau betetzen 
duten X eta Y matrizeak.

AX BY C
AX Y

+ =

=
2

135.  A
5
0
5

0
5
0

5
0
5

=
-

-
f p eta B

10
20
0

10
0

30

10
20
0

= f p ditugu.

Kalkulatu ekuazio hauek betetzen dituzten X eta 
Y matrizeak.  

X Y A
X Y B
2

2
+ =

- =
2

136. Hauek dira A eta B matrizeak:

 
m

m
A

1
2=

-
e o     B

1
3

2
0

1
2=

- -
d n

a) Zer balio izan behar du n-k, A A
6
11 =-  izateko?

b) n = -3 izanda, kalkulatu Ai ? X = B ekuazioa betetzen 
duen X matrizea.

137. Matrize hau dugu: M
1

1
0
1

a+
-

= d n.

a) Kalkulatu a parametroaren balioak, M 2 + 3M matrizea 
alderantzikagarria izan ez dadin.

b) a = 0 izanda, ebatzi ekuazio matrizial hau: 
MX + M = 2I.

Matrizeak 1   

138. Matrize hau daukagu: A
0
0
1

1
0
0

0
1
0

= f p. 

a) Kalkulatu An.

b) Kalkulatu ekuazio hau betetzen duen X matrizea: 

? ( )X A A A
4
1

3
1

2
1

4 2+ - = d n.

139. Matrize hauek ditugu: 

A a
4
2
2

2

1

2
1
0

=
- -
f p    

 B a
1
2
2

2
4
4

3
1
1

4

1
= -

- -
f p

a) Aztertu matrize bakoitzaren heina, a parametroaren 
mende.

b) a = 0 izanda, kalkulatu AX = B ekuazioa betetzen duen 
X matrizea.

Problemak matrizeekin

140. Idatzi taula moduan enuntziatu hau, eta adierazi datuak 
matrize moduan. 

Familia batek, irailean 400 € gastatu zituen janaritan,   
eta 120 € ur-, argi- eta gas-horniduran; urrian, berriz, 
500 € janaritan eta 180 € ur-, argi- eta gas-horniduran; eta 
azaroan, 350 € janaritan eta 250 € ur-, argi- eta gas-
horniduran.

141. Autobus-enpresa batek hiru linea ditu: A, B eta C. 
Astelehenean A lineako 5 autobus atera ziren, B lineako 
3 autobus, eta C lineako 4. Asteartean A lineako 2 autobus 
atera ziren, B lineako autobus bat, eta C lineako 5. 
Asteazkenean, A lineako autobus bat atera zen, B lineako 
3 autobus, eta C lineako 5. Adierazi matrize moduan.

142. Enpresa batek hiru salgai ekoizten ditu: A, B eta C. Aleko 
kostuak 32 €, 46 € eta 71 € dira, hurrenez hurren, eta 
aleko salmenta-prezioak 53 €, 82 € eta 140 €. Urtean 
salgai horien 2.100, 1.400 eta 900 ale saltzen dira 
hurrenez hurren. Adierazi aleko kostuen errenkada-
matrizea, aleko salmenten errenkada-matrizea, aleko 
etekinen errenkada-matrizea, saldutako aleen zutabe-
matrizea eta lortutako urteko etekinak.

143. Hotel-kate batek hiru hotel ditu hiri jakin batean: Eden 
hotela, Paraiso hotela eta Oasis Spa. Hotel bakoitzak hiru 
gela mota ditu: luxuzkoa, gela bikoitza eta banako gela. 
Eden hotelak luxuzko 6 gela, 30 gela bikoitz eta banako 
10 gela ditu. Paraiso hotelak, 4, 50 eta 10, hurrenez 
hurren, eta Oasis Spak, 4, 50 eta 8. Hauek dira gelako gau 
bakoitzeko prezioak: 120 €, luxuzko gela; 80 €, gela 
bikoitza; eta 50 €, banako gela.

a) Bildu datuak bi matrizetan, eta adierazi zer esan nahi 
duen errenkada eta zutabe bakoitzak.

b) Adierazi matrize baten bidez hotel bakoitzean gau 
batean lortutako diru-sarrerak hotelak guztiz beteta 
badaude.

144. Lantegi batek bi torloju mota ekoizten ditu, torloju lauak 
eta izar-buruko torlojuak. Torloju mota bakoitzeko hiru 
modelo egiten ditu: L, M eta S. Taula honetan adierazita 
dago astean egiten dituen torlojuen kopurua, milaka 
aletan.

L mota M mota S mota

Torloju lauak 2 7 4

Izar-buruko torlojuak 3 5 6

L motako torloju akastunak % 4 dira, M motakoak % 2, eta 
S motakoak % 1. Kalkulatu, matrize bidez, astean akatsik 
gabeko zenbat torloju lau eta izar-buruko torloju ekoizten 
dituen lantegiak.

145. Lantegi batek bi produktu mota ekoizten ditu, X eta Y, eta 
hiru enpresari saltzen dizkie, A, B eta C enpresei. 
Hasieran, produktu 
bakoitzeko 1.000 ale saltzen 
zizkion enpresa bakoitzari, 
baina gaur A enpresak X 
produktuaren 600 ale eta Y 
produktuaren 300 ale jaso 
ditu; B enpresak, X-ren 400 
ale eta Y-ren 800; eta C 
enpresak X-ren 900 ale eta 
Y-ren 700. Adierazi matrize 
baten bidez enpresa horiei 
egindako banaketan izan 
diren murrizketak, 
ehunekotan. 

32 33

Prozedura bakoitza 

jarduera bat ebatziz 

azaltzen da. 

Ebatzitako jarduera 

horretan, urratsez 

urrats, ebazteko 

metodo orokor bat 

erakusten da.

Ebatzitako jarduera 

bakoitzaren 

ondoren, jarduera 

batzuk dituzu, 

eduki horiek 

praktikatu eta 

menderatu 

ditzazun.

Orrialde hauetan, unitateko oinarrizko prozedurak 

azaltzen dira (Egiten jakin).

Amaierako jarduerak sekuentziatuta daude, ahalik probetxu handiena 

atera diezaiezun ikasitako edukiei.

Jarduera 

bakoitzaren ondoan, 

zer zailtasun duen 

adierazten da.

Jarduera horietako 

asko unibertsitatean 

sartzeko proban egin 

beharreko jardueren 

antzekoak dira. 





Matrizeak1

Ibilgailu modernoek hainbat eta hainbat 
sistema osagarri dituzte gidatzean 
segurtasuna handitzeko. Esate baterako, 
gurpilek ez labaintzeko sistemak, 
pneumatikoen presioa neurtzen duten 
sentsoreak, balaztatze-laguntzaileak, gauez 
ikusteko sistemak... Horrez gain, auto-
ekoizleek gidatzea errazagoa izateko eta 
erosoago gidatzeko sistemak ere garatu 
dituzte: aparkatzen laguntzeko sistemak, 
argi- eta euri-sentsoreak, GPS nabigatzailea 

eta abar.

Azken sistema hori, hasiera 
batean, kamioi-flotetan 

erabiltzen hasi ziren, salgaiak 
ahalik eta denbora laburrenean 

entregatu ahal izateko: helmugara arazorik 
gabe iristeko jarraibideak ematen ditu, eta, 
horrez gain, bide motari eta hartan dagoen 
trafikoari buruzko informazioa ere ematen 
du.

Hasiera batean, nabigatzailea luxuzko gaia 
zen; baina, orain, smartphoneak goraldian 
dauden garai hauetan, oso ohikoak bihurtu 
dira: unean-unean non gauden, eta leku 
batetik bestera joateko biderik laburrena, 
azkarrena edota ekologikoena zein den 
esaten digu, besteak beste.

Erraza eta azkarra dirudi, baina...

Nola aukeratzen du ibilbide egokia 
GPS nabigatzaileak?

EDUKIAK

Matrizeak. Matrize motak

Matrize iraulia

Eragiketak matrizeekin

Matrize baten heina. 
Gaussen metodoa

Alderantzizko matrizea.  
Gauss-Jordanen metodoa

Ekuazio matrizialak

9



1.	 Hauek dira Danelek eta Manuk ebaluazio honetako 
Matematikako kontroletan lortutako notak:

K1 K2 K3 K4

Danel 8 7 9 10

Manu 6 8 10 9

Egin matrize bat datu horiekin.

2.	 Idatzi baldintza hauek betetzen dituen 2 # 3 dimentsioko 
matrize bat: 

i j+Baldina
i jBaldin

4
2
1

4
ij !
=
-

+ =
)

3.	 Idatzi ezaugarri hauek dituen 4 # 3 dimentsioko matrize 
bat: aij elementuak nuluak dira, i + j zenbaki lehena bada, 
eta 1 dira, zenbaki lehena ez bada.

JARDUERAK

m errenkadako eta n zutabeko matrize bat m # n zenbakiko taula bat 
da, m errenkadatan eta n zutabetan antolatuta.

aij zenbakiak matrizearen elementuak dira, eta haietan, i azpiindizeak zer 
errenkadatan dagoen adierazten du, eta j azpiindizeak, zer zutabetan dagoen.

m errenkadako eta n zutabeko matrize baten dimentsioa m # n da.

Matrizeak1

ADIBIDEAK

1 	 Kalkulatu matrize honen dimentsioa eta adierazi a23 eta a32 elementuak.

A
4
0
2

5
2
3

2
1
0

1
5
4

=
-

-

-
f p

A matrizeak 3 errenkada eta 4 zutabe ditu. Beraz, matrizearen dimentsioa 3 # 4 da.

Azpiindizeek adierazten dituzten errenkadei eta zutabeei erreparatu behar diegu.

a23 = 1

2. errenkada 3. zutabea

F F
a32 = 3

3. errenkada 2. zutabea

F F

2 	 Taula honetan, eskubaloiko bi taldek ligan zehar jokatutako partidak daude. 
Idatzi informazioa matrize moduan.

Irabazitakoak Berdindutakoak Galdutakoak

A taldea 16 0 8

B taldea 14 1 10

Taulako informazioa 2 # 3-ko matrize moduan adieraz daiteke.

A
B

16 0 8
14 1 10
 

taldea
taldea

- - -

!
!

d n

Irabazi  Berdindu   Galdu

a11 = 16 " A taldeak 16 partida irabazi ditu.

a23 = 10 " B taldeak 10 partida galdu ditu.

a11 + a12 + a13 = 24 " A taldeak 24 partida jokatu ditu guztira.

a21 + a22 = 15 " B taldeak 15 partida ez galtzea lortu du.

a13 + a23 = 18 " Bi taldeen artean 18 partida galdu dituzte.

Matrize bat laburtuta 
adierazteko, hau idazten da:

A = (aij)

Dimentsioa erantsi nahi badugu, 
hau adieraziko dugu:

A = (aij)m#n

Honela idazten da:

...

...

... ... ... ... ...

...

a a a a

a a a a

a a a a
 

11 12 13

21 22 23 2

1 2 3

n

n

m m m mn

1

...

ª.m

!
!

!

.... . . .  n1 ª 2 ª 3 ª ª
- - - -

f p

Zutabeak
E

rr
en

ka
d

ak1.
2.

10



4.	 Kalkulatu zer balio izan behar duten a, b, c eta d 
elementuek, matrize hauek berdinak izan daitezen.

A
a
c

a
a

1
2

2 1
3

2
6=

+
-

+
-

d n B c
b d

b
3
2

1
1

1
2=

+ -
+

d n

5.	 Idatzi 3 ordenako matrize karratu bat, elementuak berdintza 
honek determinatuta dituena.

Baldina
i j
i j

Baldin0
1ij !

=
=

)

JARDUERAK

Matrizeak  1   

aij = bij bada i, j orotarako, hau 
esan nahi du: 
a11 = b11, a12 = b12, …, amn = bmn

Honela idazten da

Kontuan hartu

1.1.   Matrize berdinak

Bi matrize berdinak dira dimentsio bera izateaz gain, elementuak gaika 
berdinak badira.

A eta B berdinak dira " aij = bij, i-ren eta j-ren edozein baliotarako.

ADIBIDEA

3 	 Adierazi matrize hauek berdinak diren:

A
1 2
1 2
1 2

= f p B
1 1 1
2 2 2

= d n C
2 1
2 1
2 1

= f p

A-k eta B-k ez dute dimentsio bera, 3 # 2 ! 2 # 3; eta, beraz, ez dira berdinak.

A-k  eta C-k dimentsio bera dute, 3 # 2; baina a11 = 1 ! c11 = 2; eta, beraz, ez dira 
berdinak.

1.2.   Matrizeen sailkapena

 � Errenkada-matrizea errenkada bakarreko eta n zu-
tabeko matrizea da. Haren dimentsioa 1 # n da.

 � Zutabe-matrizea m errenkadako eta zutabe baka-
rreko matrizea da. Haren dimentsioa m # 1 da.

 � Matrize nulua, edo zero matrizea, elementu 
guztiak zero dituen matrizea da. 0ren bidez adieraz-
ten da.

 � Matrize karratua errenkada adina zutabe dituen 
matrizea da; hau da n errenkadaz eta n zutabez osa-
tutakoa. Haren dimentsioa n # n denez, esango 
dugu haren ordena n dela.

 � Matrize laukizuzena errenkada eta zutabe kopuru 
desberdina duen matrizea da; hau da, ez da karratua.

ADIBIDEA

4 	 Sailkatu matrize hauek: 
0

A
1 0
0
-

= e o  B
0
1= d n  C = (0   0   0) 

A matrize karratua da, 2 ordenakoa.

B zutabe-matrizea da 2 # 1 dimentsiokoa.

C errenkada-matrize nulua da, 1 # 3 dimentsiokoa.

Dimentsio bakoitzerako, matrize 
nulu bat dago.

A
0
0

= e o
	� 2 # 1 dimentsioko 

matrize nulua

( )B 0 0=
	� 1 # 2 dimentsioko 

matrize nulua

A
0 0
0 0

= e o
	� 2 ordenako 

matrize nulua

A

a
a

a

a
a

a

a
a

a
… …

…
…
…
…

…
n n

n

n

nn

11

21

1

12

22

2

1

2
= f p

0

0
0

0

0
0

0

0
0

0
… …

…
…
…
…

…= f p

...A

a
a

am

11

21

1

= f p

A = (a11 a12 … a1n)
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6.	 Idatzi baldintza hau betetzen duen 3 ordenako matrizea:  
i

a
i j i j

i j
Bald n
Baldin0ij 2

#
=

+
)  . Zer matrize mota da?

7.	 Idatzi elementu guztien batura 7 duen 3 ordenako matrize 
diagonal bat.

8.	 Idatzi elementu nulu bakarrak diagonal nagusian dituen 
matrize bat.

9.	 Idatzi baldintza hau betetzen duen 3 ordenako matrizea: 

a
i j i j

i j0
Baldin
Baldinij 1

$
=

-
)  . Zer matrize mota da?

JARDUERAK

1.3.   Matrize karratu motak

Matrize karratu baten diagonal nagusia  
aii formako elementu guztiek osatzen dute.

Matrize karratu baten elementuak nolakoak, honelakoa izan daiteke matrizea:

 � Matrize goi-triangeluarra
Diagonal nagusiaren azpiko elementu 
guztiak zero dira.

 � Matrize behe-triangeluarra
Diagonal nagusiaren gaineko elementu 
guztiak zero dira.

 � Matrize diagonala
Diagonal nagusitik kanpoko elementu 
guztiak zero dira.

 � Identitate-matrizea edo unitate- 
matrizea
Diagonal nagusiko elementu guztiak 
1 dira. I izendatzen da.

1
0
0
…
0

0
1
0
…
0

0
0
1
…
0

…
…
…
…
…

0
0
0
…
1

I= f p

0
0
…
0

0

0
…
0

0
0

…
0

…
…
…
…
…

0
0
0
…

A

a
a

a

ann

11

22

33= f p

…

0

…

0
0

…

…
…
…
…
…

0
0
0
…

A

a
a
a

a

a
a

a

a

a an n n nn

11

21

31

1

22

32

2

33

3

= f p

0
0
…
0

0
…
0

…
0

…
…
…
…
…

…
A

a a
a

a
a
a

a
a
a

a

n

n

n

nn

11 12

22

13

23

33

1

2

3= f p

ADIBIDEA

5 	 Esan zer motatakoa den matrize karratu hauetako bakoitza.

Matrize diagonala Identitate-matrizea Behe-triangeluarra Goi-triangeluarra

A
2
0 7 0
0 0 1

 
 

            
= -

  0 0
f p B

1
0

0
1= d n C

3 0 0 0
2 4 0
7 5 1
4 6 9 6

 
 
 

=

-

0
0f p D

7
0

1
10=
-

d n

Ordena bakoitzeko identitate-
matrize bat dago.

	 2 ordenako  
I

1
0

0
1= d n	� identitate-  

matrizea

	 3 ordenako  
I

1
0
0

0
1
0

0
0
1

= f p	� identitate-  
matrizea

Ez ahaztu

Diagonal nagusia

… … …

…
…
…
…
…

…
A

a
a
a

a

a
a
a

a

a
a
a

a

a
a
a

an n n

n

n

n

nn

11

21

31

1

12

22

32

2

13

23

33

3

1

2

3= f p
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Matrizeak  1   

10.	 Idatzi matrize honen matrize iraulia.

A 1
2
4

1
2

3
0

5
=
-

-
d n

11.	 Egiaztatu aij = i + j betetzen duen matrize karratua 
matrize simetrikoa dela. Idatzi ezaugarri horiek dituen 
3 ordenako matrize bat.

JARDUERAK

Matrize simetrikoak eta antisimetrikoak

A matrize karratu bat simetrikoa da, matrize irauliarekin bat badator.
A = Ai "  aij = aji

Eta antisimetrikoa da haren aurkakoa, -A, matrize irauliarekin bat badator.
-A = Ai "  -aij = aji

ADIBIDEA

6 	 Adierazi A
3
0

3
1

3
2   =

-
d n  matrizearen matrize iraulia eta haren dimentsioa.

A 3
3

0
1
2

   

   

t = -
3

f p "  Ai matrizearen dimentsioa 3 # 2 da.

ADIBIDEA

7 	 Adierazi matrize hauek simetrikoak edo antisimetrikoak diren.

a)  A
3
5
3

5
2
1

3
1
6

= f p          b)  B
3
0

3
1

3
2=

-
d n          c) C

0
7

7
0=

-
d n

a)	 A
3
5
3

5
2
1

3
1
6

t = f p = A "  A matrize simetrikoa da.

b)	 B matrizea ez da karratua; eta, beraz, ezin da ez simetrikoa ez antisimetrikoa izan.

c)	 C
0
7

7
0

t =
-

d n = -C "  C matrize antisimetrikoa da.

Matrize iraulia2

m # n dimentsioko A matrize baten matrize iraulia, Ai, beste matrize bat 
da, n # m dimentsiokoa, eta honela lortzen da: A matrizean errenkadak 
zutabeez ordezkatuz edo zutabeak errenkadez ordezkatuz.

Baldin A = (aij), orduan Ai = (aji).

Propietateak

 � Matrize simetriko batean, diagonal nagusiarekiko si-
metrikoak diren elementuak berdinak dira.

 � Matrize antisimetriko batean, diagonal nagusiko ele-
mentuak zero dira, eta harekiko simetrikoak diren ele-
mentuak aurkakoak dira.

Matrize bat karratua bada soilik 
du dimentsio bera matrize irauli 
batek.

Kontuan hartu

Matrize karratuak soilik izan 
daitezke simetrikoak edo 
antisimetrikoak.

Kontuan hartu

A
a
m
n

m
b
v

n
v
c

= f p

A m
n v

n
v
0

= -
- -

0
0
m

f p
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12.	 Egin matrizeen arteko eragiketa hau:

3
2
1

1
2
3

4
5
7

2
8
4

7
0
0

5
6
9

-
-
-

+
-

-
- -

-
f f fp p p

13.	    A
3
7

4
4=

-
d n da eta I 

1
0

0
1= d n. Kalkulatu A + Ai - I.

14.	 Kalkulatu a, b, c, d eta e elementuen balioa, hau betetzeko: 
A = B + C.

C
a

e
b
d

1
1

0 0
7=

-
d n

B
a c

a
2

2
9
0

9
3

4
6=

- +
-

d n

A
a
a

b
c

d
e9

7
9

8
2=

+
+
+

d n

JARDUERAK

3.1.   Matrizeen arteko batuketa

Dimentsio bereko A eta B bi matrizeren arteko batuketa, A + B, dimentsio 
bereko beste matrize bat da, eta haren elementuak posizio bereko A eta B 
matrizeetako elementuen arteko batura dira.

A + B = C, non cij = aij + bij.

ADIBIDEA

8 	 Batu, ahal bada, matrize hauek:

3-
C

3 5
1 4
2

= - -f pB
3 2 0
2 1 0

 
=
-
e oA

1
3 3
0 4
-=

2-
f p

Ez A eta B, ez B eta C ez dira dimentsio berekoak; beraz, ezin dira batu.

A eta C matrizeek ez dute dimentsio bera.

3-

)( ) (
( )

A C
1
3 3
0 4

3
1 4
2

1 3 2 5
3 1 3 4
0 2 4 3

4 3
2 7
2 1

+ = + = =- - -

+ - +

+ - - + -

+ + -

-

52-

f f f fp p p p

Propietateak

Matrizeen batuketa elementuz elementu egiten denez, zenbaki errealen arteko ba-
tuketaren antzeko propietateak ditu.

 � Trukatze-propietatea: A + B = B + A

 � Elkartze-propietatea: A + (B + C) = (A + B) + C

 � Elementu neutroa: batuketaren elementu neutroa matrize nulua da.
A + 0 = A

 � Aurkako elementua: A matrize bakoitzak aurkako matrizea du, -A,  
A matrizearen elementuen aurkakoek osatutakoa. 

A + (-A) = 0

ADIBIDEA

9 	 Adierazi A
0 1
2 3

=
-

-
e o  matrizearen alderantzizko matrizea, -A, eta egiaztatu bi 

matrizeen arteko batura matrize nulua dela.

( )A A
0 1
2 3

0 1
2 3

0 0
0 0

+ - =
-

-
+

-
=d d dn n nA

0 1
2 3

- =
-
d n

Bi matrizeren arteko batuketa 
egiteko, dimentsio bera izan 
behar dute.

Ez ahaztu

Bi matrizeren arteko kenketa 
egiteko, lehenengoari bigarrenaren 
alderantzizkoa batu behar zaio.

A - B = A + (-B)

Kontuan hartu

Eragiketak matrizeekin3

14



Matrizeak  1   

3.2.   Matrize baten eta zenbaki baten arteko biderketa

k zenbaki erreal bat A matrize batez biderkatzean beste matrize bat 
lortzen da, A matrizearen dimentsio berekoa, eta haren elementuak A-ko 
elementuak k-z biderkatuz lortzen dira.

k ? A = C, non cij = k ? aij.

ADIBIDEA

10	 A
0 1
2 3

=
-

-
e o eta B

2 4 0
6 4 2

=
-

-
e o matrizeak ditugu. Kalkulatu:

a)	 ?
? ?

? ?
?

( )
( )

3
0 1
2 3

3 0 3 1
3 2 3 3

0 3
6 9

3 A = =
-

-

-

-

-

-
= d e dn o n

b)	 ?
? ?

? ?
? ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

A( 1)
3

1
0 1
2 3

1 0 1 1
1 2 1

0 1
2 3

= =-
-

-

- - -

- - - -
=- d e dn o n

c)	 ?? B
2
1

2
1 2 4 0

6 4 2
1 2 0
3 2 1

=
-

-

-

-
= d dn n

3.3.   Errenkada-matrize baten eta zutabe-matrize baten biderketa

1 # n dimentsioko errenkada-matrize bat n # 1 dimentsioko zutabe-
matrize batez biderkatzearen emaitza matrizeko elementuak banan-banan 
biderkatzearen eta emaitzak batzearen batura da.

? ? ? ?( ... ) ... …a a a

b
b

b

a b a b a bn

n

n n11 12 1

11

21

1

11 11 12 21 1 1= + + +f p

ADIBIDEA

11	 Adierazi honako matrize hauen arteko A ? B, C ? A eta C ? B biderketak egin 
daitezkeen.

A = (6    2    1)       B
1

=
-

2
3f p      C = (2    1    0    4)

A matrizea 1 # 3 dimentsioko errenkada-matrizea da; B matrizea 3 # 1 dimentsioko 
zutabe-matrizea da. Beraz, haien arteko biderketa egin daiteke.

A ? B = (6    2    1) ? 
1-

2
3f p = 6 ? 2 + 2 ? 3 + 1 ? (-1) = 17

C matrizea 1 # 4 dimentsioko errenkada-matrizea da. Beraz, 4 # 1 dimentsioko 
matrize batez soilik biderka daiteke. Ezin da ez A-z ez B-z biderkatu.

15.	 A
2
1

1
3 =

-
d n,  B

3
2

5
1   =

-
d n  eta  C

0
1

1
2   =

-
d n matrizeak

ditugu. Kalkulatu:

a)  3 A - B + 2C	 b)  2C + B - 3 A

16.	 A = (1  2  3) eta B
1
2
3

-

= f p  ditugu. Posible bada, kalkulatu:

a)  A ? B            b)  B ? A            c)  2A ? 3B            d)  (-2B) ? A

JARDUERAK

Matrize bat diagonala bada eta 
diagonaleko elementu guztiak 
berdinak badira, biderkagai 
komuna atera dezakegu.

? ?k k I
k

k
k

0 0
0 0
0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

= =f fp p

Kontuan hartu

Errenkada-matrize bat zutabe-
matrize batez biderkatzeko, 
ezinbestekoa da lehenengoaren 
zutabe kopurua bigarrenaren 
errenkada kopuruarekin bat 
etortzea.

Ez ahaztu

15



3.4.   Bi matrizeren arteko biderketa

m # n dimentsioko A matrizearen eta n # p dimentsioko B matrizearen 
arteko biderkadura beste C matrize bat da, m # p dimentsiokoa. Matrize 
horren cij elementua honela lortzen da: lehenengo matrizearen i. errenkada 
bigarren matrizearen j. zutabeaz biderkatuz.

A ? B = C, non cij = ai1 ? b1j + ai2 ? b2j + … + aim ? bmj.

 EGITEN JAKIN

Bi matrizeren arteko biderkadura kalkulatzea

 � Kalkulatu matrize hauen A ? B biderketaren emaitza.

A
5
0

3
1

4
2=

-
d n B

4
0
1

2
5
3

= f p

lehenik. Biderkatu daitezkeen ala ez aztertu behar da: lehenengoaren zutabe kopuruak 
bat etorri behar du bigarrenaren errenkada kopuruarekin.

A-ren dimentsioa: 2 # 3

B-ren dimentsioa: 3 # 2

A-ren zutabe kopurua bat dator B-ren errenkada kopuruarekin, eta, beraz,  
egin daiteke matrizeen arteko biderketa.

A ? B matrizeak A-ren errenkada kopurua eta B-ren zutabe kopurua izango ditu.

?
c
c

c
c

5
0

3
1

4
2

4
0
1

2
5
3

11

21

12

22

-
=d f dn p n

bigarrenik. A matrizearen lehenengo errenkada B matrizearen lehenengo zutabeaz 
biderkatu behar da, biderkadura-matrizearen lehengo elementua lortzeko.

? ?
? ? ?( )

A B c
c
c0 1 2

2
5
3

5 4 3 0 4 15 3 4 4
0
1 21

12

22
= =

+ - +-
d f en p o

hirugarrenik. A matrizearen lehenengo errenkada B matrizearen gainerako zutabeez 
biderkatu behar da.

?
? ? ?( )

c c0 1 2

4
0
1

24 5 2 3 5 4 35 3 4 2
5
3 21 22
=

+ - +-
d f en p o

laugarrenik. Gauza bera egin behar da lehenengo matrizearen gainerako errenkadekin 
eta bigarrenaren zutabeekin.

?
? ? ? ? ? ?

24 74
24
2

7
11

5 3 4
0 4 1 0 2 1 0 2 1 5 2 30 1 2 0

1

2
5
3

=
-

=
+ + + +

d f d dn p n n

 � Bi matrize biderkatzeko, 
lehenengoaren zutabe 
kopuruak eta bigarrenaren 
errenkada kopuruak bat etorri 
behar dute.

 � Biderkadura-matrizeak 
lehenengoaren errenkada 
kopurua eta bigarrenaren 
zutabe kopurua ditu.

Ez ahaztu

17.	 A
2
1

1
0

4
3=

-
d n eta B

2
1
0

1
1
2

= -
-

f p ditugu. Kalkulatu:

a)	 A ? B      b)  B ? A      c)  Ai ? B

18.	 A
2
1

3
0

0
2=

-
-

d n , B
1
2
2

4
1
0

=
-

-
-f p eta C

1
4

0
5

3
1=

-
-

d n 

ditugu. Kalkulatu A ? B ? C matrizea.

JARDUERAK

Hiru matrizeren arteko biderketa 
egiteko, A ? B ? C, honelako 
dimentsioak izan behar  
dituzte:

A-ren dimentsioa: m # n
B-ren dimentsioa: n # p
C-ren dimentsioa: p # q

A ? B ? C matrizearen dimentsioa 
hau izango da: m # q.

Kontuan hartu

16



Matrizeak  1   

ADIBIDEA

12	 Jatetxe batean hiru menu mota dituzte: eguneko menua, exekutiboentzako 
menua eta menu berezia. Taula hauetan astean menu bakoitza egiteko erosten 
den haragi, arrain eta barazki kantitatea dago adierazita, bai eta produktu 
bakoitzak azken bi asteetan izandako prezioa ere.

Haragia Arraina Barazkia

Egunekoa 6 14 12

Exekutiboa 8 18 13

Berezia 12 26 15
 

1. astea 2. astea

Haragia 12,50 10,60

Arraina 16 11,90

Barazkia 6,20 8,40

Kalkulatu menuek astean izan duten kostua.

Problema ebazteko, taula bakoitza matrize moduan hartu eta biderkatu egingo ditugu.

?

,

,

,
,
,

,
, ,

,

6
8

12

14
18
26

12
13
15

12 5
16
6 2

10 6
11 9
8 4

373 4
468 6
659

331
408 2
562 6

=f f fp p p

Menuak egitea merkeagoa izan da bigarren astean.

F F
1. astea 2. astea

Propietateak

A, B eta C matrizeen dimentsioek biderketa egiteko aukera ematen badute, propie-
tate hauek ditu biderketak:

 � Elkartze-propietatea. (A ? B) ? C = A ? (B ? C)
 � Elementu neutroa. Im ? A = A ? In = A
 � Banatze-propietatea. Ezkerretik:  A ? (B + C) = A ? B + A ? C

Eskuinetik:  (B + C) ? A = B ? A + C ? A

19.	  A 1
3
0

   
=
-

2
d n, B

7
0

4
6= d n eta C

3
1

1
2= d n ditugu.

a)	 Aztertu ea A eta B matrizeek trukatze-propietatea 
betetzen duten.

b)	 Egiaztatu banatze-propietatea betetzen dela:  

A ? (B + C) = A ? B + A ? C

20.	 Letoia kobrearen eta zinkaren aleazioa da. LETOIAK, SL-k hiru 
motatako letoiak erabiltzen ditu: A, % 30 zink duena; B, % 40 
zink duena; eta C, % 50 zink duena. Bi hornitzaile ditu: M, kobre-
kiloa 6,50 €-an eta zink-kiloa 1,50 €-an saltzen duena; eta N, 
kobre-kiloa 6,70 €-an eta zink-kiloa 1,10 €-an saltzen duena. 
A motako 100 tona letoi, B motako 550 eta C motako 50 
ekoizteko, zein hornitzaileri erosi beharko lioke materiala?

JARDUERAK

Oro har, matrizeen biderketak ez du trukatze-propietatea betetzen: A ? B ! B ? A

A ? B " � A-k ezkerretik 
biderkatzen du B.

B ? A " � A-k eskuinetik 
biderkatzen du B.

A eta B bi matrize trukagarriak 
dira (edo elkar trukatzen dute), 
baldin A ? B = B ? A.

Honela idazten da:ADIBIDEA

13	 Adierazi ea egin daitekeen matrize hauen 
arteko biderketa eta aztertu ea trukatze-
propietatea betetzen duen. 

A matrizearen dimentsioa 2 # 3 eta B matrizearena 2 # 2 direnez, biderketak ezin 
du trukatze-propietatea bete, ezin dugulako A ? B biderketa egin, baina bai B ? A.

? ?B A
4
1

7
2

3
0

3
1

3
2

12
3

19
1

2
7=

- -
=

-
-

-
d d dn n n

A
3
0

3 3
2=

-
1

d n B
4
1

7
=

-
2

d n

F Exekutiboentzako menua

Menu bereziaF

F Eguneko menua
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Matrize baten heina4

4.1.   Matrize baten errenkaden konbinazio linealak

Matrize baten Ei errenkada ez-nulua linealki mendekoa da Ej1, Ej2, …, Ejm 
errenkadekiko, hau betetzen bada:

Ei = k1Ej1 + k2Ej2 + … + kmEjm

Matrize baten errenkada bat linealki independentea da, matrizearen beste 
errenkada batzuekiko linealki mendekoa ez bada.

ADIBIDEA

14	 Adierazi matrize honen errenkada linealki 
independenteak.

Lehenengo errenkada, E1, linealki independentea da E2 bigarren errenkadarekiko, baldin 
E1 = kE2; hau da, E1 errenkadako elementuek E2 errenkadako elementuen multiploak 
izan behar dute. Hala ez denez, A matrizearen errenkadak linealki independenteak dira.

4.2.   Matrize baten heina

A matrize baten heina, heina (A), matrize baten errenkada edo zutabe ez-
nulu linealki independenteen kopurua da. 

Errenkadakako heina beti da zutabekako heinaren berdina.

ADIBIDEA

15	 Adierazi A
2 0 3 4
3 5 2 3
8 10 7 2

 =

-

-

-
f p  matrizearen heina.

E1 errenkada ez da E2-rekiko ez E3-rekiko linealki mendekoa, eta E2 eta E3 ere ez.

E1 errenkada E2 eta E3-rekiko linealki mendekoa den aztertu behar dugu; hau da,  E1 = 
k1E2 + k2 E3 den. Errenkaden bi lehenengo elementuak hartuta, hau dugu:

( )

k k

k k
k k

a k a k a

a k a k a

2 3 8

0 5 10
2 1

11 1 21 2 31

12 1 22 2 32

1 2

1 2
1 2

= +

=- + -
=- =

= +

= +
" "4 4

Aztertu behar da gainerako berdintzak bete egiten direla k1 eta k2 balio horiekiko.

a13 = k1 a23 + k2 a33 " 3 = -2 ? 2 + 1 ? 7

a14 = k1 a24 + k2 a34 " -4 = -2 ? 3 + 1 ? 2

Beraz, E1 = -2 E2 + E3; hau da, E1 errenkada E2 eta E3-ren linealki mendekoa da.

E2 eta E3 linealki independenteak dira, eta E1, berriz, E2 eta E3-ren mendekoa" heina ( A) = 2.

A
4 4 0
0

=
- -

-33
e o

Errenkadei dagokienez egin 
ditugun definizio berberak  
egin ditzakegu zutabeei 
dagokienez.

 � Matrize baten Zi zutabe ez-
nulua linealki mendekoa  
da Zj1, Zj2, …, Zjm zutabeekiko, 
hau betetzen bada:

Zi = k1Zj1 + k2Zj2 + … + km Zjm

 � Matrize baten zutabe bat 
linealki independentea da, 
matrizearen beste errenkada 
batzuekiko linealki mendekoa 
ez bada.

Ez ahaztu

21.	 Adierazi matrize hauen heina:

1

1-
A 2 1

3
0
3

= - -
3

4
f p      B

1

1

2
1
3

1
4
6

3
2
4

=
-

- -3f p

22.	 Kalkulatu A, B eta A ? Bi matrizeen heina.

A
3
1

2
  =
-

4
d n          B

1
2
3

2
4
6

=
-
-
-

f p

JARDUERAK

Errenkadakako heina zutabekako 
heinaren berdina denez beti,  
A matrize batek eta haren 
irauliak, Ai-k, hein bera dute.

Kontuan hartu
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Matrizeak  1   

Matrize baten heina eta haren 
matrize irauliarena berdinak 
direnez, matrizeak errenkada 
gehiago baditu zutabe baino, 
laburragoa izango da matrize 
irauliaren heina kalkulatzea.

2
1
7
1

2
0
2
3

Heina

-

-
-

=f p

2
2

1
0

7
2

1
3Heina=

-
- -

d n

Kontuan hartu

4.3.   Gaussen metodoa

Honetan datza matrize baten heina kalkulatzeko Gaussen metodoa 
erabiltzea: hasierako matrizea diagonalaren azpiko elementuak zero dituen 
matrize bihurtzean, egoki diren oinarrizko transformazioak eginez. 
Matrizearen heina lortutako matrize triangeluarraren errenkada ez-nuluen 
kopurua izango da.

Oinarrizko transformazio hauek egin daitezke matrizean:

 � i errenkada j errenkadarekin trukatzea. Honela idatziko dugu 
transformazio hori: Ei 1 Ej.

 � i errenkada haren elementu guztiak zero ez den a zenbaki batez 
biderkatzearen edo zatitzearen emaitzaz ordeztea. Ei = aEi idatziko dugu.

 � i errenkada edo j errenkada bien baturaz ordeztea, nuluak ez diren a 
eta b zenbakiez biderkatuz. Honela idatziko dugu: Ei = aEi + bEj.

 EGITEN JAKIN

Matrize baten heina kalkulatzea Gaussen metodoaren bidez

 � Kalkulatu 1A
0
2
2

2
1
2

2
1
0

4

3
=

-
-
-

-f p  matrizearen heina.

lehenik. a11 = 0 bada, lehenengo errenkada lehenengo elementua zero ez duen 
errenkadaren batekin trukatu behar da, baldin badago. Eragiketak egin behar dira errenkada 
guztietan, lehenengoan izan ezik, haietako lehenengo elementuak zero izan daitezen.

1
0
2
2

2
1
2

1
0

4

3

-
-
-

-
2

f p 
E2 ) E1

" 
12

0
2

1
2
2

1
2
0

4
3

-
-
-

-
f p

Bigarren errenkadako lehen elementua zero da. Hirugarren errenkadako lehenengo 
elementua zero egin behar da.

12
0
2

1
2
2

1
2
0

4
3

-
-
-

-
f p  E3 = E3 - E1

"
 

1
   
  

2
0
0

1

1

1 1
4
2

-

-

-
2 2-f p

bigarrenik. Egiaztatu behar da a22 ! 0 dela. Ez baldin bada, errenkada hori bigarren 
elementua zero ez duen errenkadaren batekin trukatu behar da, baldin badago. Aurreko 
urratsean bezala, zero egin behar ditugu errenkada guztietako bigarren elementuak, 
lehenengokoa eta bigarrenekoa izan ezik.

2
0
0

1

1

1

1

1
4
2

   
  

-

-

-
22-f p  E3 = 2E3 - E2

"
 

12
0
0

1
2
0

1
2
0

4
0   

   
   

-
-

-
f p

hirugarrenik. Prozesu bera egin behar da hasierako matrizearen gainerako errenkadekin, 
diagonalaren azpiko elementu guztiak zero dituen matrize bat lortu arte. Matrizearen 
errenkada ez-nuluen kopurua da matrizearen heina. Kasu honetan, bi:  " heina (A) = 2.

23.	 Kalkulatu, Gaussen metodoa erabiliz, A eta B matrizeen heina.

	
B

1
2
1

4
1
2

3
0
2

= - -
-

f p1-A
1
3
1

2

3

1
4
6

3
2
4

=
-

-f p

24.	 Kalkulatu Ai ? B - Ci matrizearen heina, m parametroaren 
mende. 

A
2
1

1
=

-
0

d n        B
3
0

2
=

-
5

d n        C
4
2

1
=

-
m

d n

JARDUERAK
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Alderantzizko matrizea5

n ordenako A matrize karratu baten alderantzizko matrizea beste matrize 
bat da, A-1, jatorrizkoaren ordena berekoa eta hau betetzen duena:

A ? A-1 = In          A-1 ? A = In

n ordenako matrizea da In identitate-matrizea.

Alderantzizko matrizea duten matrizeei matrize erregularrak 
edo alderantzikagarriak deritze, eta ez dutenei, matrize bereziak.

ADIBIDEA

16	 Adierazi matrize hauetakoren bat A 1
3 4

1=
-

-
d n  matrizearen alderantzizkoa den.

a)	 B
1 3 2
0 3 3

=
-

-
d n        b) C

1 0
4 3 13
0

= -

1-

5 5-
f p        c)  D

1 4
1 3

= d n

a)	 B matrizea ezin da alderantzizko matrizea izan, ez delako karratua.

b)	 C matrizea ezin da A-ren alderantzizko matrizea izan, ordena desberdinak dituztelako.

c)	 D matrizea karratua da eta A-ren ordena bera du. A-ren alderantzizkoa den 
aztertu behar da.

? ?
? ?

? ?

? ?

? ?( )
( )

( )A D
3 1 4 1

1 1 1 1
3 4 4 3

1 4 1 3
3 4
1 1

1 4
1 3

1 0
0 1

= =
- +
+ -

- +
+ -

=
-

-
d d e dn n o n

Beraz, D matrizea A matrizearen alderantzizkoa da, A ? D = I baita.

Matrize karratuek soilik izan dezakete alderantzizko matrizea; baina matrize karra-
tu guztiek ez dute alderantzizkoa.

n ordenako A matrize karratuak alderantzizkoa du, baldin heina (A) = n bada.

Propietateak

 � Alderantzizko matrizearen alderantzizkoa jatorrizko matrizea da.

(A-1)-1 = A

 � Bi matrizeren biderkaduraren alderantzizkoa matrizeen alderantzizkoak ordena 
aldatuta biderkatzearen emaitza da.

(A ? B)-1 = B-1 ? A-1

 � Matrize baten irauliaren alderantzizkoa alderantzizko matrizearen irauliaren 
berdina da.

(Ai)-1 = (A-1)i

25.	 A
3
2

1
1= d n matrizea daukagu.

a)	 Kalkulatu A-1, definizioa baliatuz.

b)	 Egiaztatu ( ) ( )A At t1 1=- -  dela.

26.	 Egiaztatu 
4
3

1
1- -

d n matrizea alderantzikagarria dela.

27.	 Egiaztatu matrizea bera dela 
2
3

1
2

- -
d n matrizearen 

alderantzizkoa.

JARDUERAK

Matrize bat alderantzikagarria 
da, alderantzizko matrizea badu.

Honela idazten da

Matrize bat karratua ez bada, ez 
dauka alderantzizko matrizerik.

Kontuan hartu
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Matrizeak  1   

Gauss-Jordanen metodoa

Alderantzizko matrizea kalkulatzeko Gauss-Jordanen metodoa honetan 
datza: hasierako matrizea identitate-matrize bihurtzean, oinarrizko 
transformazioak eginez. Identitate-matrizean transformazio berak aplikatuz, 
alderantzizko matrizea lortuko dugu.

28.	 Kalkulatu, Gauss-Jordanen metodoa erabiliz, matrize hauen 
alderantzizkoa, eta egiaztatu emaitzako matrizeak benetan 
direla jatorrizkoaren alderantzizkoak.

	 A
2
1

5
3=

-
-

d n	 B
3
5

2
4= d n

29.	 Kalkulatu, Gauss-Jordanen metodoa erabiliz, matrize hauen 
alderantzizkoa: 

	 A
1
2
1

0
1
0

1
1
2

=
-

-
-

f p	 B
0
1
2

1
1
1

2
1
0

= -f p

JARDUERAK

Gauss-Jordanen metodoan 
hasierako matrizea eta 
identitate-matrizea adierazteko, 
hau idazten da:

(A | In)

Metodo hori erabiltzean, 
transformazio hau egiten dugu:

(A | In)  -  (In | A-1)

Honela idazten da

Alderantzizko matrizea 
kalkulatzeko egin daitezkeen 
oinarrizko eragiketak matrize 
baten heina kalkulatzeko egin 
daitezkeen berberak dira.

 � i errenkada j errenkadarekin 
trukatzea.

Ei  ) Ej

 � i errenkada haren elementu 
guztiak zero ez den a zenbaki 
batez biderkatzearen edo 
zatitzearen emaitzaz 
ordezkatzea.

Ei = aEi

 � i errenkada edo j errenkada 
bien baturaz ordezkatzea, 
nuluak ez diren a eta b 
zenbakiez biderkatuz.

Ei = aEi + bEj

Gogoratu

 EGITEN JAKIN

Alderantzizko matrizea kalkulatzea, Gauss-Jordanen metodoaz

  Kalkulatu, ahal bada, A = 1-
2
4
6

1
3
4

2

2-

-
-

-
f p  matrizearen alderantzizko matrizea.

lehenik. A matrizea eta A-ren ordena bereko identitate-matrizea idatzi behar dira, lerro 
batez bereizita. a11 = 0 bada, lehenengo errenkada lehenengo elementua zero ez duen 
errenkada batekin trukatu behar da.

a11 = 2 ! 0 denez, ez dugu errenkadarik trukatuko.

bigarrenik. Eragiketak egin behar dira errenkada guztietan, lehenengoan izan ezik, 
errenkadetako lehenengo elementua zero izateko.

1-
2
4
6

1
3
4

2

2-

-
-

-
f    

1
0
0

0
1
0

0
0
1
p 

E2 = E2 - 2E1
"

E3 = E3 + 3E1
"

 
2
0
0

1
1
1

2
5
4

-
- -f    

1
2
3

0
1
0

0
0
1

- p

hirugarrenik. Egiaztatu behar da a22 ! 0 dela. Bestela, errenkada hori bigarren elementua 
zero ez duen ondorengo errenkada batez ordezkatu behar da. Eragiketak egingo dira, 
errenkada bakoitzeko bigarren elementuak, bigarrenekoa izan ezik, zero egiteko.

2
0
0

1
1
1

2
5
4

-
- -f    

1
2
3

0
1
0

0
0
1

- p 

E1 = E1 - E2
"

E3 = E3 + E2
"

  1-
1-

2
0
0

0

0

7
5-f    

1 1

3
2

1
1
1

0
0-

-
p

laugarrenik. Prozesu bera egin behar da hasierako matrizearen gainerako errenkadekin.

2
0
0

0
1
0

7
5
1

- -
-

f    
3
2
1

1
1
1

0
0
1

-
-

p 

E1 = E1 + 7E3
"

E2 = E2 - 5E3
" 

2
0
0

0
1
0

0
0
1

-
-

f    
10

7
1

6
4
1

7
5
1

- - - p

bosgarrenik. Errenkada bakoitza diagonalean duen elementuaz zatitu behar da.

2
0
0

0
1
0

0
0
1

-
-

f    
10

7
1

6
4
1

7
5
1

- - - p 
F F

2
1

1 1=

"
E2 = -E2

E3 = -E3

  

1

0
0

0

1
0

0

0
1

5

7
1

3

4
1

2
7

5
1

     
- - -

pf
1

0

0

0

0

1

5

1

3

1

2
7

1
     
- - -

0 1 0 7 4 5 pf

seigarrenik. Lerroaren eskuineko elementuek hasierako matrizearen alderantzizkoa 
osatzen dute.

2
A

5

7
1

3

4
1

7

5
1

1 =
- - -

- f p
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Ekuazio matrizialak6

Ekuazio matrizialak gai guztiak matrizeak dituzten ekuazioak dira. Ekuazio matri-
zialak ebazteko, matrize ezezaguna bakandu behar da, matrizeen arteko eragiketak 
eginez.

30.	 A eta B emanda, kalkulatu X matrizea, A ? X = B izateko.

A
1
2
1

1
0
0

1
1
1

=
-

-f p          B
2
1
1

1
1
2-

-
= f p

31.	 A eta B matrizeak ditugu. Ebatzi X ? A = B ekuazioa.

A
3

2

1
1
1

1
0
1

0
-

=
-
f p          B

1
0

2
0

1
1

-
= d n.

JARDUERAK

 EGITEN JAKIN

AX = B motako ekuazio matrizialak ebaztea

 � A
2
0

1
1=

-
-

d n eta B
0
1

2
1=

- -
d n  matrizeak ditugu. Ebatzi AX = B ekuazioa.

lehenik. X bakandu behar da, A-1 ezkerretik biderkatuz.

AX = B " A-1A X = A-1B 
A-1 ? A = I

" I X = A-1B " X = A-1B

bigarrenik. A-1 kalkulatu behar da.

2 1
1

1
0

0
10

-
-

e o 
E1 = E1 - E2"

 
2
0

0
1

1
0

1
1-

-
e o 

F F
2
1

1 1=

"
E2 = -E2

 
-1 0

2
1

0
2
1

1-0 1
f p

A-1 = 
-

2
1

2
1

0 1-

f p

hirugarrenik. Ekuazioa ebatzi behar da.

X = A-1B " X = -
2
1

2
1

0 1-

f p ? 
0
1

2
1- -

d n = 2
1

2
3

1 1
f p

 EGITEN JAKIN

XA = B motako ekuazio matrizialak ebaztea

 � A
2
0

1
1=

-
-

d n eta B
0
1

2
1=

- -
d n  matrizeak ditugu. Ebatzi XA = B ekuazioa.

lehenik. X bakandu behar da, A-1 eskuinetik biderkatuz.

XA = B " X A A-1 = BA-1 
A ? A-1 = I

" X I = BA-1 " X = BA-1

bigarrenik. A-1 kalkulatu eta ekuazioa ebatzi behar da.

A-1 aurreko ataleko berbera da.

X = BA-1" X = 
0
1

2
1- -

d n ? -
2
1

2
1

0 1-

f p = 
0

2
1

2

2

-
3

-
f p

Matrizeen arteko biderketak ez 
du trukatze-propietatea 
betetzen, eta, beraz, ez da gauza 
bera A-1 eskuinetik biderkatzea 
eta ezkerretik biderkatzea.

A-1B ! BA-1

Gogoratu
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Matrizeak  1   

32.	 Ebatzi, matrizeen bidez, Ai ? X - B = 0 ekuazioa. Hauek 
dira A eta B matrizeak:

 A B
0
1
0

0
0
1

1
0
0

3
5
1

4
6
2

= =f fp p

33.	 Zehaztu X ? A + A = 2A2 X ekuazioa betetzen duen 
matrize bat, jakinda A matrizea hau dela:

A
1
0
1

1
2
2

1
1
2

=
- - -
f p

JARDUERAK

 EGITEN JAKIN

AX + B = C motako ekuazio matrizialak ebaztea

 � Ebatzi AX + 3B = C ekuazioa A, B eta C matrizeak hartuta. Hona hemen  
matrizeak: 

A
1
1
2

1
1
1

1
0
0

= -
-

-

-

f p            B
2
0
1

2
1
1

0
2
1

=
-
-
- -

f p           C
3
1
0

0
2
2

2
1
1

=
-
-

- -
f p 

lehenik. Lehendabizi X matrizea bakandu behar da.

AX + 3B = C " AX = C - 3B 

" A-1AX = A-1(C - 3B) 
A-1 ? A = I

"X = A-1(C - 3B)

bigarrenik. A-1 matrizea bakandu behar da.

1
1
2

1
1
1

1
0
0

1
0
0

0
1
0

0
0
1

-
-

-

-

f p 
E2 = E2 + E1

"
E3 = E3 - 2E1

"
 

1
0
0

1
0
1

1
1
2

1
1
2

0
1
0

0
0
1

- -
-

-
f p

1
0
0

1
0
1

1
1
2

1
1
2

0
1
0

0
0
1

- -
-

-
f p 

E2 ) E3
" 

1
0
0

1
1
0

1
2
1

1
2
1

0
0
1

0
1
0

- -

-
-f p

1
0
0

1
1
0

1
2
1

1
2
1

0
0
1

0
1
0

- -

-
-f p 

E1 = E1 + E2
"

 
1
0
0

0
1
0

1
2
1

1
2
1

0
0
1

1
1
0-

-
-f p

1
0
0

0
1
0

1
2
1

1
2
1

0
0
1

1
1
0-

-
-f p 

E1 = E1 + E3"
E2 = E2 + 2 E3" 

1
0
0

0
1
0

0
0
1

0
0
1

1
2
1

1
1
0-

f p

1
0
0

0
1
0

0
0
1

0
0
1

1
2
1

1
1
0-

f p  E3 = -E3
"

 
1
0
0

0
1
0

0
0
1

0
0
1

1
2
1

1
1
0- -

f p

A
0
0
1

1
2
1

1
1
0

1 =
- -

- f p

hirugarrenik. Ekuazioa ebatzi behar da.

?C B3
3
1
0

0
2
2

2
1
1

3
2
0
1

2
1
1

0
2
1

9
1
3

6
5
1

2
5
2

- =
-
-

- -
-

-
-
- -

=
-
-
-

-f f fp p p

?( )X A C B3
0
0
1

1
2
1

1
1
0

9
1
3

6
5
1

2
5
2

4
5

10

6
11
11

3
8
3

1= - =
- -

-
-
-

- =
-
-

-

-
-- f f fp p p
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Kalkulatu 
2

A
1

1 0
=

-
d n matrizearekin trukagarriak 

diren matrize diagonal guztiak.

lehenik. Eskatutako baldintza betetzen duten matrize motak 
zehaztu behar dira.

B matrizeek baldintza hauek bete behar dituzte:

 � Matrize diagonalak izatea.

B
a

a
0

0
11

22
= e o

 � A matrizearekin trukagarriak izatea.

A · B = B · A

bigarrenik. Problemako baldintzak ezarri behar dira.

? ?
a

aA B
a
a

a
0

02 1
1 0

2
0

11

22

11

11

22
=
-

=
-

d e en o o

? ?
a

a
a
a

a
B A 0

0 2
0

2 1
1 0

11

22

11

22

11

-
=

-
=e e eo o o

? ?A B B A=

a
a

a a
a

a2
0

2
0

11

11

22 11

22

11

-
=
-

e eo o

hirugarrenik. Matrizeak berdindu egin behar dira, elementuz 
elementu, eta lortutako ekuazio-sistema ebatzi behar da.

a a
a a
a a

2 2

0 0

11 11

22 11

11 22

=

=

=
- =- 4

Lehenengo ekuazioa eta laugarrena kendu egin daitezke, 
berdintzak dira eta.

Bigarren eta hirugarren ekuazioetatik hau lortzen da:

 
a a
a a

22 11

11 22

=

- =- "3   a11 = a22

Baldintza bakarra da diagonaleko elementuek berdinak izan 
behar dutela (a11 = a22). 

Beraz, eskatutako baldintzak betetzen dituzten matrizeak mota 
honetakoak dira:

k
k

B
0

0
= d n    non k ! R

Kalkulatu m eta n koefizienteen balioa, mA2 + nAi = 2I 
berdintza bete dadin, kontuan izanda I identitate-

matrizea dela eta A
1
1

1
1=

-
d n.

lehenik. Berdintzaren lehen eta bigarren ataletako eragiketak 
egin behar dira.

? ?

?

mA m

m m
m

n n
n n

1 1
1 1

1 1
1 1

0 2
2 0

0
2

2
0

1 1
1 1

1 0
0 1

2 0
0 2

t

2=
- -

=
-

=
-

- -
?nA n= =

?I2 2= =

d d

d d

d d

d d

n n

n n

n n

n n

bigarrenik. Probleman ezartzen den baldintza aplikatu behar da.

mA2 + nAi = 2l

n
n

n
nm

m 2 0
0 2

0
2

2
0 + -

=
-

d c en m o

n
m n

m n
n2

2 2 0
0 2 -

- +
=d en o

hirugarrenik. Matrizeak berdindu behar dira, elementuz 
elementu, eta lortutako ekuazio-sistema ebatzi behar da.

m m2 2 0 1- + = ="

n

m n

2

2 0
      

- + =
n

m n

2

2 0

=

- =
=

4
n = 2
"

Laugarren ekuazioa kendu behar da, lehenengoaren berdina baita. 

Lehenengo bi ekuazioetatik m = 1 eta n = 2 soluzioa 
ateratzen da. 

Soluzio hori gainerako ekuazioetan baliozkoa den aztertu 
behar da. Ez bada, sistemak ez luke soluziorik izango eta, 
beraz, ezta problemak ere.

m n2 0- =  
m = 1, n = 2

"  ?2 1 2 0- =

Soluzioa baliozkoa da; beraz, m = 1 eta n = 2.

Eragiketak matrizeekin Eragiketak matrizeekin

Baldintza jakin bat betetzen duten matrizeak 
zehaztea

Matrizeen arteko berdintza betetzea eragiten 
duten konstanteak kalkulatzea

 EGITEN JAKIN

PRAKTIKATU

34.	 Zehaztu baldintza hauek betetzen dituzten 2 ordenako 
A eta B matrize karratuak:

 � Haien batura 2 ordenako identitate-matrizea da: 
1
0

0
1

d n.

  �A matrizea ken B matrizea egitean, 
1
3

2
4

d n 
matrizearen iraulia lortzen da.

PRAKTIKATU

35.	 Kalkulatu a eta b balioak, A3 = aA + bl izateko.

Hau da A matrizea: A = 
1 0 0
0 4 10
0 3 7

-

-
f p.

Hau da I matrizea: I = 1
0

1 0 0
0 0
0 1
f p.
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Matrizeak  1   

 A

2
1

2
3

0

2
3

2
1

0

0 0 1

=

- -

-f p  matrizea daukagu. Kalkulatu A101.

lehenik. A2, A3, A4… kalkulatu behar dira.

? ?A A A

2
1

2
3

0

2
3

2
1

0

0 0 1

2
1

2
3

0

2
3

2
1

0

0 0 1

2
1

2
3

0

2
3

2
1

0

0 0 1

2 -= =

- -

-

- -

- =

-

-f f fp p p

? ?A IA A
1 0 0
0 1 0
0 0 1

2
1

2
3

0

2
3

2
1

0

0 0 1

2
1

2
3

0

2
3

2
1

0

0 0 1

3 2 -= = = =

-

-

- -

-f f fp p p

bigarrenik. Arau orokor bat ondorioztatu behar da, berretzailea matrizeko elementuekin erlazionatzen duena.

  Berretzailea 3ren multiploa bada " A3n = I

  Berretzailea 3n + 1 formakoa bada" A3n + 1 = A

  Berretzailea 3n + 2 formakoa bada" A3n + 2 = A2

hirugarrenik. Arau orokorra aplikatu behar da, eskatutako berretura kalkulatzeko.

101 = 3 ? 33 + 2 denez, hau da, 3n + 2 formakoa:

? ?A A I AA A

2
1

2
3

0

2
3

2
1

0

0 0 1

?3 33 2 2101 2= = -= =

-

-f p

Eragiketak matrizeekin

Matrize baten berretura kalkulatzea

PRAKTIKATU

36.	 Matrize hau dugu: 

1 1 1

0 1 0

0 0 1

A = f f .  Kalkulatu 
A101.

?

? ?

? ?

? ?

? ?

? ?

? A A
A A A A A
A A A A A A
A A A l A A
A A A A A
A A A A A A l

A A l
A

l

A

A4 3

2

2

2

2 3

5 4

6 5 3

7 6

8 7

9 8

g

=

= = =

= = = =

= = =

= = =

= = = =

= =

Eragiketak matrizeekin

Bi errenkadako eta bi zutabeko M matrize bat dugu, M2 = M berdintza betetzen duena.  
Egiaztatu, arrazoituz,  P = I - M matrizeak P 2 = P betetzen duela.

lehenik. Berdintzan adierazten diren eragiketak egin behar dira.

P2 = (I - M)2 = (I - M) ? (I - M) = I 2 - I M - M I + M 2 = I - 2M + M 2

bigarrenik. Enuntziatuko baldintzak emaitzan aplikatu behar dira.

M 2 = M " P2 = I - 2M + M 2 = I- 2M + M = I - M = P

Matrize batzuen propietateak egiaztatzea

PRAKTIKATU

37.	 Bi errenkadako eta bi zutabeko M matrize bat dugu, M 2 = M berdintza betetzen duena. Egiaztatu, arrazoituz,  
P = I - M matrizeak PM = MP = 0 betetzen duela, 0 matrizea 2 ordenako matrize nulua izanda.
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Matrize honetan jatetxe bati bi enpresak, E1-k eta E2-k, 
hiru produktu, P1, P2 eta P3, aleko zer preziotan 
(eurotan) eskaintzen dizkioten azaltzen da.

 A
6 5
5 8
9 7

= f p

Matrize-eragiketak erabiliz, kalkulatu zer enpresari 
egingo zeniokeen eskabide hauetako bakoitza:

a)	 P1 produktuaren 8 ale, P2 produktuaren 5 ale, eta 
P3 produktuaren 12 ale.

b)	P1 produktuaren 10 ale, P2 produktuaren 15 ale, eta 
P3 produktuaren 7 ale.

lehenik. Matrizeek ematen duten informazioa interpretatu 
behar da.

A=
P
P
P

6 5
5 8
9 7

Enpresak

  produktuaren prezioa enpresa bakoitzean
  produktuaren prezioa enpresa bakoitzean
  produktuaren prezioa enpresa bakoitzean

1 2

1

2

3

"

"
"
"

. .
E E

f p

a)	 ( )B 8 5 12 roduktu bakoitzetik eskatutako aleakP"=

b)	 ( )C 10 15 7 roduktu bakoitzetik eskatutako aleakP"=

bigarrenik. Problema ebazteko eragiketak egin eta soluzioa 
interpretatu behar da.

a)	 ?? ( ) ( )B A 8 5 12
6 5
5 8
9 7

181 164= =f p

	 Eskabidea merkeagoa izango da E2 enpresan.

b)	 ?? ( ) ( )C A 10 15 7
6 5
5 8
9 7

198 219= =f p

	 Eskabidea merkeagoa izango da E1 enpresan.

A matrize karratu bat ortogonala dela esaten da, hau 
betetzen bada: ?A A It = . Berdintza horretan, I identitate-
matrizea da, eta Ai, berriz, A matrizearen iraulia. 

Kalkulatu a-ren eta b-ren balioak A
a a b
a a

b
0

0 1
=

-

-
f p 

matrizea ortogonala izan dadin.

lehenik. Matrizea ortogonala izateko baldintzak ezarri behar 
dira.

? ?

a
a
b

a
a b

a
a

a
a
b

b

ab

A A I

a

ab
a b
ab b

ab b
b

0

0

1 0
0
1

0
0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

2
2

1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

t

2

2 2

2

" -
-

-

-
= =

+
- -

- -
+

"

" =

f

f

f

f

fp

p

p

p

p

bigarrenik. Matrizeak berdindu egin behar dira, elementuz 
elementu, eta identitateak eta errepikatutako ekuazioak kendu.

b ab b
ab b

a
a
ab b

0 0 0 0
0 0 1 0

0 1 1

2 1
2

0

2

2

2

2

= =

= = - - =

= + =

=

+

- - =

hirugarrenik. Lortutako ekuazio-sistema ebatzi egin behar da. 
Lehenengo ekuazioetatik a-ren eta b-ren balioak lortuko ditugu.

a a a

2

2

2 1
2
1

2

1
2
22 2" " ! != = = =

a !=

ab b0 0= ="

Lehenengo eta hirugarren ekuaziotik a
2
2

= , b = 0  eta  

a
2
2

=- , b = 0 soluzioak lortzen dira. 

Soluzioa gainerako ekuazioetarako baliozkoa den egiaztatu 

behar da. Ez bada, sistemak ez luke soluziorik izango.

? ?a b2 1 2
2

2
0 1 2

4
2

12 2

2

2
!+ = + = ="" f p

?ab b 0
2

2
0 0 0" !- - = - - =f p

b 1 1 0 1 12 2+ = + ="

Soluzioak baliozkoak dira; beraz,  

a
2
2

= , b = 0  eta  a
2
2

=- , b = 0.

Eragiketak matrizeekin Matrize iraulia

Problemak ebaztea matrizeak erabiliz Elementuak zehaztea, matrize bat ortogonala 
izan dadin

 EGITEN JAKIN

PRAKTIKATU

38.	 Matrize honetan, E1, E 2 eta E  3 enpresetatik datozen A, 
B, C eta D lau salgairen prezioak daude adierazita, 
eurotan.

P

34
11
23
25

40
8

27
21

46
12
32
30

= f p

	 Eskabide bat C = (x  y  z  t) matrize-errenkada batek 
adierazten badu, zer adierazten du CP  biderketaren 
emaitzako elementuetako bakoitzak? A produktuaren 
25 ale, B produktuaren 30, C produktuaren 60 eta 
D produktuaren 75 ale erosi nahi badugu, zer enpresak 
eskaintzen du preziorik onena?

PRAKTIKATU

39.	 Kalkulatu baldintza betetzen duten 
1
0

x
yA= e o 

formako matrizeak.

A A 2
2
4

t$ =
-

-2
d n

Eskabidearen guztizko prezioa E1-en

Eskabidearen guztizko prezioa E2-n

Eskabidearen guztizko prezioa E1-en

Eskabidearen guztizko prezioa E2-n

F
F

F

F

26



Matrizeak  1   

Eztabaidatu, m ! R parametroaren mende, A
m

m
1 0

0 1
2 1 1

= -
-

f p matrizearen heina.

lehenik. Gaussen metodoa aplikatu behar da, matrizearen heina kalkulatzeko.

m
m

m
m
m

m
m
m

1 0
0 1

2 1 1

1 0
0 0 1
0 1 1 2

1 0
0 1 1 2
0 0 1

2

2

-

-

- -

- -

- -

- -

f f fp p p
E2 = E2 - mE1"
E3 = E3 - 2E1"

"
E2 ) E3 

bigarrenik. Matrizeak parametroaren mende duen errenkada  
ez-nuluen kopurua aztertu behar da.

  Lehenengo eta bigarren errenkada beti ez-nuluak dira.

  Hirugarren errenkada nulua da baldin -1 - m2 = 0 " m2 = -1.

Ez du soluziorik m ! R-ren inolako baliotarako. Beraz, hirugarren 
errenkada inoiz ez da nulua.

Heina (A) = 3, m ! R-ren edozein baliotarako.

Matrize baten heina

Parametro baten mende dagoen matrize baten heina kalkulatzea

PRAKTIKATU

40.	 Matrize hau dugu A
a a

4 1 2 1
2 3 8 7
3 2 3

=
- -

- - - -
- +3

f p. 

Aztertu, a parametroaren mende, matrizearen  
heina.

Adierazi noiz den alderantzikagarria  A
a a
a

a a

1
1 1

1 2
=

-
f p.

lehenik. Matrizearen heina kalkulatu behar da.

a a
a

a a

a a
a

a a a a

a a
a a a a

a

1
1 1

1 2

1
0 0 1
0 2 2

1
0 2 2
0 0 1

2 2

2 2

-
-

- + - + +

- + - + +
-

f f

f

p p

p"F2 ) F3 

a a
a

a a

a a
a

a a a a

a a
a a a a

a

1
1 1

1 2

1
0 0 1
0 2 2

1
0 2 2
0 0 1

2 2

2 2

-
-

- + - + +

- + - + +
-

f f

f

p p

p

F2 = F2 - F1
"

F3 = F3 - (a - 1) F1
"

Diagonaleko elementuak aztertu behar dira.

 � Hirugarren errenkadan, baldin 1 - a = 0 " a = 1

 � Bigarren errenkadan, baldin -a2 + 2a = 0

a a
a
a2 0

0
2

2 "- + =
=
=

(

  Lehenengo errenkadan, 1 ! 0

Beraz:	� Baldin a = 1 " Heina (A) = 2 
Baldin a = 0 " Heina (A) = 2 
Baldin a = 2 " Heina (A) = 2

bigarrenik. Heinak eta ordenak berdinak izan behar dute.

Baldin a = 0, a = 1 edo a = 2 " Ez du alderantzizkorik.

Alderantzizko matrizea

Parametro baten mende dagoen matrize 
baten alderantzizkoa kalkulatzea

etaA B
3 1 0
2 1 5

3 4 2
2 1 8

= =d dn n matrizeak ditugu. 

Kalkulatu sistema hau betetzen duten X eta Y 

matrizeak 
X Y A
X Y B

3
4 2
+ =

+ =
2.

lehenik. Sistema ebatzi behar da. 

$X Y A
X Y B

X Y
X Y B

A3
4 2

6 2 2
4 2

+ =
+ =

+ =
+ =

? 2
2 2

	 2 X	 = 2 A - B

X A B Y A B
2
1

2
2
3

= - =- +"

bigarrenik. X eta Y kalkulatu behar dira.

?X
3
2

1
1

0
5 2

1 3
2

4
1

2
8

2
3

1

1

2
1

1

1
= - =

- -
d d fn n p

? ?Y 2
3
2

1
1

0
5 2

3 3
2

4
1

2
8

2
3

1

4

2
1

3

2
=- + =

-

- -
d d fn n p

Ekuazio matrizialak

Ekuazio matrizialen sistema bat ebaztea

PRAKTIKATU

41.	 Noiz da alderantzikagarria  M
k

k
k k

1 1 1
0 2 1
0 2

=

+

-

- -
f p ?

PRAKTIKATU

42.	 Kalkulatu 2 ordenako X eta Y matrize karratuak, 

X Y A
X Y A
2 + =

- =

2

1- 3 sistema ebazteko, A
1 3
2 5

= e o  

izanik.
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JARDUERAK

Matrizeak. Eragiketak matrizeekin

43.	 Idatzi, matrize mota bakoitzerako, dimentsio desberdineko 
bi adibide.

a)	 Errenkada-matrizea.	 d)	 Identitate-matrizea.

b)	 Zutabe-matrizea. 	 e)	 Matrize goi-triangeluarra.

c)	 Matrize diagonala.	 f )	 Matrize behe-triangeluarra.

44.	 -Kalkulatu 2 ordenako matrize goi-triangeluarra, diagonal 
nagusiko elementuak 1 dituena eta elementu guztien 
batuketaren emaitza 6 duena.

45.	 Kalkulatu x-ren eta y-ren balioak, matrize hauek berdinak 
izan daitezen.

	 A x
x1

3
2 3

4=
+
-

d n    B y
y1

3
2

2 5 4=
- -

e o

46.	 Egin eragiketa hauek A
1
2

1
1

3
1=

-
d n eta B

3
4

1
2

0
3=

-
-

d n

matrizeekin.

a)	 A + B    b)  A - B    c)  A - 2B    d)  2A + 3B

47.	 Am◊n, Bm◊p eta Cp◊n matrizeak ditugu. Kalkulatu matrize 
hauen dimentsioa.

a)	 Ai ? B	 c)	 B ? C	 e)	 B ? C + A

b)	 A ? Ci	 d)	 C ? Ai	 f )	 Bi ? A - C

48.	 A2◊3, B6◊2, C3◊4 eta D4◊3 matrizeak ditugu. Kalkulatu 
matrize hauen dimentsioa.

a)	 A ? C	 c)	 C ? D	 e)	 Ci ? Ai ? Bi

b)	 Ai ? Bi	 d)	 B ? A	 f )	 (Ci + D) ? Ai

49.	 Matrize hauek ditugu: A
2
1

1
0=
-

d n eta B
2
3

1
2

1
1=
-

d n. 
Kalkulatu: 

a)	 A ? B	 b)	 Bi ? A	 c)	 A2

50.	 Egiaztatu 3 ordenako matrize orok betetzen duela 
(Ai)i = A berdintza.

51.	 Egiaztatu matrize karratu batek aij = i - j betetzen badu 
antisimetrikoa dela. Idatzi 3 ordenako matrize bat.

52.	 Matrize hauek ditugu: 

A
2
3

4
1=
-

d n    B
2
3

1
1

5
4=

-
-

d n    C
1
2
1

1
1
3

5
1
2

=
-

- -
f p

Egin, ahal bada, biderketa hauek:

a)	 A ? B	 b)	 B ? A	 c)	 B ? C	 d)	 C ? Bi

53.	 Matrize hauek ditugu:

A
1
3

3
1=

- -
d n  B

2
1

3
0

1
1=

-
d n  C

8
0
5

1
3
0

=
-

f p

Kalkulatu, ahal bada, biderketa hauek:

a)	 A ? B ? C	 c)	 Bi ? A - C	 e)	 Ai ? Ci

b)	 A ? Ci + B	 d)	 B ? C ? A	 f )	 Bi ? Ci

54.	 Egiaztatu matrize hauek trukagarriak direla:

A
2
1

1
0=

-
d n         B

2
3

3
4=

- -
d n 

55.	 Adierazi A
1
0

1
1= d n matrizearekin trukagarriak diren 

matrize guztien adierazpen orokorra.

56.	 A
1
1

3
2=

-
d n matrizea dugu. Adierazi baldintza hauek  

betetzen dituen B matrize bat: A matrizearekin trukagarria 
da, goi-triangeluarra da, eta diagonal nagusiko elementuen 
batura 2 da.

57.	 Matrize hauek ditugu: A
3
1

0
2=

-
d n eta B

1
3

0
4= d n. Egin 

honako hau:

a)	 Egiaztatu A eta B trukagarriak direla.

b)	 Adierazi A matrizearekin trukagarriak diren matrize 
guztien adierazpen orokorra.

58.	 C matrizea a, b ! R baldintza betetzen duten 

C
a
b

b
a=

-
d n formako matrize guztien adierazpena da. 

Egiaztatu horrelako bi matrize beti trukagarriak direla.

59.	 M matrizea a2 + b2 = 1 berdintza betetzen duten zenbaki 

errealen 
a
b

b
a

-
d n formako matrize guztien multzoa da. 

Egiaztatu M multzoko bi edozein matrize biderkatzen 
badira, multzo bereko beste matrize bat lortzen dela. Hau 
da, A ! M eta B ! M bada, A ? B ! M betetzen dela.

60.	 Kalkulatu zer balio izan behar duen t koefizienteak, 
baldintza hau bete dadin: 

?t
3
2

1
4

1
2

1
3

4
8

4
5

2-
+

-
=

-
d d dn n n 

61.	 Kalkulatu zer balio izan behar duten x, y eta z-k, berdintza 
hau bete dadin: 

? ?x
y
z y

x
z

1 1
5

1
0

0
1=d e dn o n

62.	 Kalkulatu zer balio izan behar duen x-k, hau betetzeko:

?
x x3

2
1
3 2

1 4 4
4

2
6

2+
-

=
-
-

e do n

63.	 Kalkulatu zer balio izan behar duen x-k, berdintza hau 
betetzeko: 

?
x x

x x
x

1
1
0 1

2
0

1
1

8 2
2

5
1

- -
-

=
-
-

d d dn n n

64.	 Aurkitu m ! 0 den zenbaki erreal bat eta 2 # 2 
dimentsioko B matrize ez-nulu guztiak, baldintza hau 
betetzen dutenak: 

? ?B B3
0
1

3
9

0
3

m
=d dn n
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65.	 Kalkulatu A4 = 16 ? I baldintza betetzen duten 2 ordenako 
A matrize antisimetriko guztiak.

66.	 A eta B matrizeak 3 ordenako matrize karratuak dira, eta 
A matrize diagonal bat da. Esan al dezakegu A eta B 
matrizeak trukagarriak direla biderketarekiko. Nolakoa 
izan beharko luke A matrizeak, hala izateko?

67.	 A
1
2

1
1= d n matrizea dugu. Kalkulatu A ? B = B ? Ai. 

baldintza betetzen duten B matrizeak.

68.	 Adierazi 
a
b

b
ad n forma duten eta M 2 - 2M = 3l ekuazioa 

betetzen duten M matrize guztiak. I identitate-matrizea da.

69.	 Kalkulatu zer balio izan ditzakeen m elementuak, 

X
m
0

0
2= d n matrizeak, X X I4

1
0

0
3

2 - + =
-

d n ekuazioa 

bete dezan. Ekuazioan, I identitate-matrizea da.

70.	 Matrize hauek ditugu:

 A
x1

2 1= d n       B
0
1

1
2= d n

Kalkulatu x-ren balioa, berdintza hau bete dadin: 

A B
8
6

8
12

2 2+ = d n

71.	 Egiaztatu bete egiten dela (A ? B)i = Bi ? Ai propietatea, 
matrize hauetarako. 

A
1
3

1
0

2
5=

-
-

d n       B
2
3
0

1
2
1

1
0
1

= -
-

-
f p

72.	 A
17
10

29
17=

- -
d n  matrizea dugu. Kalkulatu zer balio izan 

behar dituzten m eta n koefizienteek, (I + A)3 = mI + nA 
betetzeko. I identitate-matrizea da.

73.	 Kalkulatu a-ren eta b-ren zer baliok betetzen duten  
A2 + a ? A + b ? I = 0 ekuazioa, jakinda 2 ordenako 

identitate-matrizea dela I eta A
2
1

1
2= d n dela.

74.	 Kalkulatu B matrize bat, jakinda lehenengo errenkada  

(2, 0) dela eta ?A B
0
3

2
1= d n dela. A

1
2

0
1

2
0=

-
d n da.

75.	 Aztertu ea matrize hauek trukatze-propietatea betetzen 
duten biderketarekiko: 

A
1
1
2

1
1
2

1
1
2

= -
-

f p        B
1
1
1

1
1
1

0
1
0

= -
-

-
f p 

76.	 Kalkulatu A2 = B berdintza betetzen duten A matrize 
antisimetriko guztiak, jakinda hau dela B matrizea:

B
5
6
3

6
10

2

3
2

13
=

-
-

-
-
-

-
-

f p

77.	 Matrize hauek ditugu: 

A
2
1
1

1
0
1

0
1
0

=
-

-f p        B
1
3
2

2
0
1

0
1
1

= -f p

a)	 Kalkulatu (A + B)2.

b)	 Kalkulatu A2 + B2 + 2 ? A ? B.

c)	 Zer baldintza bete beharko lukete A eta B matrizeek 
(A + B)2 = A2 + B2 + 2 ? A ? B betetzeko? Arrazoitu.

78.	 Kalkulatu 
5
2
0

2
5
0

0
0
1

f p-rekin trukagarriak diren 
a
c

b
d

0 0

0
0
1

f p 

formako matrize guztiak.  
Haietatik guztietatik, adierazi baldintza hauek betetzen 
dituen matrizea: diagonal nagusiko elementu guztien 
batura 5 izatea, eta a11 = -a12.

79.	 Kalkulatu X
m

a
s

0
0

1

0

0
0= f p formako matrize guztiak,  

X2 = I, berdintza betetzen dutenak. I identitate-matrizea da.

80.	 A
1
2

0
1= d n matrizea daukagu. Kalkulatu A41.

81.	 A
1
0

1
1=

-
d n matrizea daukagu. Kalkulatu matrize hau:  

Tn = I + A + A2 + … + An.

82.	 Badakigu A matrizeak A2 = 2  A - I betetzen duela  
(I identitate-matrizea da).  
Kalkulatu A matrizearen n. berbidura.

83.	 A
1
1

1
1= d n eta B

1
1

1
1=

-
-

d n matrizeak ditugu.

a)	 Egiaztatu A eta B trukagarriak direla.

b)	 Kalkulatu An eta Bn.

84.	 A
1
1

0
1= d n matrizea daukagu. Egin honako hau:

a)	 Kalkulatu A-rekin trukagarriak diren B matrize guztiak.

b)	 Kalkulatu A-ren n. berbidura.

85.	 A
1
0
1

0
0
0

1
0
1

= f p matrizea daukagu. Kalkulatu A2, A3, A4 eta 

A5 matrizeak. Kalkulatu, arrazoituz, An, n > 5 izanik.

86.	 A
1
0

3
2= d n matrizea daukagu. Kalkulatu honako hau:

a)	 A-rekin trukagarriak diren M matrize guztiak.

b)	 A4 eta An.

87.	 M
a b

a0= d n eta V
1
0

1
1= d n matrizeak ditugu, non a, b ! R. 

Kalkulatu.

a)	 M n, baldin n = 1, 2, 3…

b)	 M100 = V betetzen duten M matrize guztiak.
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88.	 A
1
1

1
2=
-

d n matrizea daukagu. Kalkulatu:

a)	 m eta n konstanteak A2 = mA + nI betetzen dutenak. 
I identitate-matrizea da.

b)	 A5, aurreko ataleko adierazpena soilik erabiliz, eta A3 eta 
A4 kalkulatu gabe.

89.	 Matrize karratu bat idenpotentea dela esaten da haren 
berbidura haren berbera bada; hau da, A2 = A bada. 

a)	 Idatzi 3 ordenako matrize bat, unitate-matrizearen  
eta matrize nuluaren desberdina eta idenpotentea  
dena.

b)	 Kalkulatu zer balio izan behar duen m-k A m
4 2

3=
-

d n 
matrizea idenpotentea izateko.

c)	 Kalkulatu idenpotenteak diren n
m1
0

d n motako matrize 
guztiak.

90.	 A matrize karratua dugula, haren aztarna, Az  (A), diagonal 
nagusiko elementuen baturari esaten zaio.  

a)	 Egiaztatu edozein A eta B matrize karratutarako hau 
betetzen dela: Az  (A ? B) = Az  (B ? A).

b)	 Aplikatu aurreko emaitza, a kalkulatzeko, jakinda A eta 

B matrizeak karratuak direla eta AB
7
5

5
15= d n dela, eta 

BA
a
2

8
1=
-

d n .

91.	 Matrize karratu bat nilpotentea dela esaten da haren 
berbiduretako bat matrize nulua bada. n zenbaki oso 
positibo txikiena bada An = 0 egiten duena, esaten da 
A matrizea n. mailako matrize nilpotentea dela.

a)	 Frogatu honako matrize hau 3. mailako matrize 
nilpotentea dela:

A
1
5
2

1
2
1

3
6
3

=
- - -
f p

Hau da, A2 ! 0 eta A3 = 0.

b)	 Kalkulatu 2. mailako B b
a0
0= d n matrize nilpotente 

guztiak.

Matrize baten heina

92.	 Kalkulatu matrizeen heina.

a)	 A
1
2

5
1=
-

d n

b)	 B
9
6

6
4= d n

c)	 C
1
0
1

0
1
1

1
0
0

= f p

d)	 D
0
2
1

0
4
2

1
0
2

= f p	

93.	 Kalkulatu matrizeen heina.

a)	 E
1
2

2
4

3
2=

- -
d n

b)	 F
4
1
2

1
2
5

= - -f p

c)	 G
1
3
1

2
1
3

1
2
4

3
2
4

=
-

- -f p

94.	 Kalkulatu matrizearen heina. 

A

1
4
3
5

2
5
1
3

4
6
2
6

5
7
3
7

=

- -

-

-

-

-

-f p

95.	 Kalkulatu zer balio izan behar duen a-k, matrizearen heina 
2 izan dadin. 

A = 
a
0
1

1
3
3

3
0
1

f p 

96.	 Kalkulatu A matrizearen heina, m parametroaren balioen 
mende.

A
m3

1
1

1
2
1

0
6

= -f p 

97.	  M
a
a
a

a
a
a

a
a
a

3
5
7

4
6
8

=
+
+
+

+
+
+

f p matrizea daukagu. Eztabaidatu 

haren heina, a parametroaren mende.

98.	 Kalkulatu matrizearen heina, m parametroaren balioen 
mende.

A

m

2

4

6

1

2

3

2
1

1

2
3

4

8=

-

-

-

-
-

f p

99.	  A
1
0
0

1
1
0

1
1
1

= f p matrizea daukagu. Kalkulatu 

An matrizearen heina. n-ren mende al dago heina?

100.	 A
d
b

c

a
d
c

a

d4
3=

-
f p matrizea daukagu. a, b, c eta d  

zenbaki errealak dira.

a)	 Kalkulatu a, b, c eta d-ren balioak, A matrizea 
antisimetrikoa izan dadin.

b)	 a = b = c = 0 bada, adierazi A-ren heina,  
d parametroaren mende

101.	 Kalkulatu A matrizearen balioak, a parametroaren mende.

A a
a

a

a
a

1
1

2

1
3
0
0

2

2

=

-

+
-f p 
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Alderantzizko matrizea

102.	 Kalkulatu matrize hauen alderantzizko matrizea.

a)	 A
1
1

5
6=

-
-

d n	 c)	 C
1
0
1

0
1
1

1
0
0

= f p

b)	 B
0
1

3
4=

-
d n	 d)	 D

0
1
1

0
1
0

1
0
2

=
-
f p

103.	 A
1
0

3
1=
-

d n eta B
3
1

4
0=

-
d n dauzkagu. Kalkulatu.

a)	 A-1 eta B-1	 b)  ( A ? B)-1

Egiaztatu hau betetzen dela: (A ? B)-1 = B-1 ? A-1.

104.	 Matrize hau daukagu: A
3
2

4
3=

- -
d n. Kalkulatu:

a)	 A-1	 b)  ( Ai )-1

Egiaztatu hau betetzen dela: t( ) ( )A At1 1=- - .

105.	 A
1
1

2
0=

-
d n eta B

0
1

2
3=

-
-

d n matrizeak ditugu. Kalkulatu.

a)	 ( A-1)-1	 b)  B-1 ? B

Edozein matrizerekin lortzen al dira emaitza berberak?

106.	 Kalkulatu A-1 = 2I - A betetzen duten A b
a
c

2
= d n  

formako matrize guztiak. 2 ordenako identitate-matrizea 
da I.

107.	 Esaten da n ordenako bi matrize karratu, A eta B, 
antzekoak direla hau betetzen duen M matrize 
alderantzikagarri bat badago: B = M-1 ? A ? M, non M-1 
matrizea M-ren alderantzizko matrizea den.

Adierazi matrize hauek antzekoak diren ala ez. 

A = 
1
0

2
1

d n            B = 
1
0

0
1-

d n

108.	 Hartu kontuan A2 - 3I = 2  A ekuazioa betetzen duen  
A matrizea, non I identitate-matrizea den.

a)	 Aztertu ea badagoen A-ren alderantzizko matrizea eta, ahal 
bada, adierazi A-1 matrizea, A-ren eta I-ren mende.

b)	 Adierazi A2 - 3I = 2  A ekuazioa betetzen duten 
x
y

y
x

d n 
formako A matrize guztiak.

109.	 Badakigu A matrizearen alderantzizkoa 
1
2

2
1

d n dela, eta  

AB matrizearen alderantzizkoa 
2
5

4
3

d n dela. Kalkulatu  
B matrizea.

110.	 A
2
1

1
0=

-
d n matrizea daukagu. Egin eskatzen zaizuna.

a)	 Adierazi A matrizearekin trukagarriak diren matrizeen 
multzoa.

b)	 Kalkulatu An eta ondorioztatu, hartatik, A-1.

111.	 2 ordenako matrize generikoa da 
a
c

b
d

d n matrizea. 

a)	 Adierazi matrize horren alderantzizkoaren adierazpen 
generikoa.

b)	 Arrazoitu zein kasutan diren alderantzikagarriak 
2 ordenako matrizeak.

112.	 Kalkulatu A-1 eta An, non A matrizea 3 ordenako matrize 
bat den, elementu guztiak nuluak dituena, hauek izan 

ezik: a a a
5
1

11 23 32= = = .

113.	 A matrize karratu batek A2 + 7A = I betetzen du, non I 
unitate-matrizea den. Kalkulatu A-1 matrizea, A-ren 
mende.

114.	 A

a b c

1

0

0

2

1

0

2

1
= f p matrizea daukagu. Kalkulatu: 

a)	 a, b eta c konstanteak, Ai = A-1 berdintza bete dadin.

b)	 A4 matrizea, lortutako a, b eta c balioetarako.

115.	 A
1
1

1
1=
-

d n matrizea daukagu.

a)	 Egiaztatu A2 = 2I dela.

b)	 Kalkulatu A-1.

c)	 Kalkulatu A12 eta A12-ren alderantzizkoa.

Ekuazio matrizialak

116.	 Bakandu X matrizea ekuazio matrizial hauetako 
bakoitzean.

a)	 AX = B	 e)	 A-1X = B

b)	 XA = B	 f )	 AXB = C

c)	 AX + B = C	 g)	 Ai X = B 

d)	 AX + A = B	 h)	 AXA = A2 + I

117.	 A
3
2

1
5=
-
-

d n eta   B
1
2

1
=

-
7

d n matrizeak ditugu. 

Kalkulatu ekuazio hau betetzen duen 2 ordenako 
X matrize bat:

X + A = B

	 Zer motatakoa da lortutako X matrizea?

118.	 Kalkulatu A + X = 2B berdintza betetzen duen 

X matrizea, non A
2
3
1

1
2
5

=
-
f p eta B

1
1
0

1
1
2

=
-

-f p diren.

119.	  A
2
1

3
4=

-
d n eta B

1
3

2
6=

-
-

-
-

d n  matrizeak ditugu. 

Kalkulatu 2A - 5X = B betetzen duen X matrizea.
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120.	 Matrize hauek ditugu: 

A
1
0
1

0
0
0

1
0
1

= f p          B
0
1
0

1
1
1

0
1
0

= f p

Adierazi berdintza hau betetzen duen X matrize bat:

A - A2 = A ? B - X

121.	 Ebatzi ekuazio matrizial hau:

? X
4
1

1
0

1
2

2
1

0
0

1
1

0
1

1
0

2
3

1
0-

-
-

-
=

-
-

d d dn n n

122.	Adierazi 2 ordenako X matrize bat, hau betetzen duena:

	 A + X = A  X + XA, non  A
0
1

1
0= d n den.

123.	 Ebatzi XA + AX = B ekuazio matriziala, non 

A
1
0

1
2=
-

d n eta B
0
1

2
1=
-

d n diren.

124.	 Adierazi, baldin badago, ekuazio matrizial hau betetzen 
duen 2 ordenako D matrize bat. 

? ?D
2
1

1
1

1
0

1
1

3
3

3
3

-
=
- -

d d dn n n

125.	 Matrize hauek ditugu: 

A
2
1
3

0
1
2

0
0
1

=
-
-

-
f p              B

8
0
0

2
1
0

6
5
6

= -
-

f p

Kalkulatu AX = B ekuazioa betetzen duen X matrizea.

126.	 Kalkulatu (X - I )B = A ekuazioa betetzen duen X 
matrizea, non A eta B matrize hauek diren: 

A
2
4

10

3
2
3

3
4
0

= -
-

-f p              B
2
1
0

1
0
1

0
0
1

= -
-

f p.

127.	  A
m1

5
4

2
2
3

1
1

= -
-
f p  matrizea daukagu. Egin eskatutakoa.

a)	 Kalkulatu m-ren zer baliotarako duen soluzioa  
AX - Ai = A ekuazioak.

b)	 Ebatzi AX - Ai = A baldin m = 0 bada.

128.	 A
1
0

3
2= d n eta B

4
3

2
3

2
3=

-
-

-
d n matrizeak ditugu. 

Kalkulatu X + XA = Bi ekuazioa betetzen duen X matrizea.

129.	 A
7
1

1
0=

-
d n matrizea daukagu.

a)	 Kalkulatu A-1 matrizea.

b)	 Ebatzi AXA = A2 + A ekuazioa.

130.	 Kalkulatu XB + A = B + A2 betetzen duen X matrizea, 
jakinda A eta B matrize hauek direla:

A
1
1
1

0
0
0

0
0
0

= f p            B
1
2
3

0
1
2

0
0
2

= f p

131.	 Ebatzi ekuazio matrizialen sistema hauek:

a)
	

X Y2
2
0

1
3

1
3

4
0

+ =

-
X Y- =

d

d

n

n

4	
c)

	
X Y3

5
2

1
3

4
3

5
6

+ =
-

-
-

X Y2- =

d

d

n

n

4

b)
	

X Y

1

3
3
7

5
9

1
3

1

+ =

-
X Y+ =

d

d

n

n

4	
d)

	
X Y2 3

1
2

5
0

1
4

0
2

+ =
-

-
X Y3 2- =

d

d

n

n

4

132.	 Kalkulatu A eta B matrizeak, jakinda baldintza hauek 
betetzen dituztela:

A B
2
2
1

1
0
0

0
0
2

+ =
-
f p

A AB BA B
2
0
2

0
2
1

0
0
0

2 2- + - =
-

-
f p

133.	 Kalkulatu 2  X + Y = A eta 3X + 2Y = B ekuazioak 
betetzen dituzten X eta Y matrizeak, jakinda A eta B 
matrize hauek direla:

A
5
4

12
2

7
7= d n            B

11
20

25
10

0
35= d n

134.	 A, B eta C matrize hauek dira:

A
1
1

2
0=

-
d n         B

1
2

4
1=

-
-
-

d n         C
6
2

7
5=

- -
d n

Kalkulatu ekuazio matrizialen sistema hau betetzen 
duten X eta Y matrizeak.

AX BY C
AX Y

+ =

=
2

135.	  A
5
0
5

0
5
0

5
0
5

=
-

-
f p eta B

10
20
0

10
0

30

10
20
0

= f p ditugu.

Kalkulatu ekuazio hauek betetzen dituzten X eta 
Y matrizeak.  

X Y A
X Y B
2

2
+ =

- =
2

136.	 Hauek dira A eta B matrizeak:

 
m

m
A

1
2=

-
e o        B

1
3

2
0

1
2=

- -
d n

a)	 Zer balio izan behar du n-k, A A
6
11 =-  izateko?

b)	 n = -3 izanda, kalkulatu Ai ? X = B ekuazioa betetzen 
duen X matrizea.

137.	 Matrize hau dugu: M
1

1
0
1

a+
-

= d n.

a)	 Kalkulatu a parametroaren balioak, M 2 + 3M matrizea 
alderantzikagarria izan ez dadin.

b)	 a = 0 izanda, ebatzi ekuazio matrizial hau: 
MX + M = 2I.

32



Matrizeak  1   

138.	 Matrize hau daukagu: A
0
0
1

1
0
0

0
1
0

= f p. 

a)	 Kalkulatu An.

b)	 Kalkulatu ekuazio hau betetzen duen X matrizea: 

? ( )X A A A
4
1

3
1

2
1

4 2+ - = d n.

139.	 Matrize hauek ditugu: 

A a
4
2
2

2

1

2
1
0

=
- -
f p     

 B a
1
2
2

2
4
4

3
1
1

4

1
= -

- -
f p

a)	 Aztertu matrize bakoitzaren heina, a parametroaren 
mende.

b)	 a = 0 izanda, kalkulatu AX = B ekuazioa betetzen duen 
X matrizea.

Problemak matrizeekin

140.	 Idatzi taula moduan enuntziatu hau, eta adierazi datuak 
matrize moduan. 

Familia batek, irailean 400 € gastatu zituen janaritan,   
eta 120 € ur-, argi- eta gas-horniduran; urrian, berriz, 
500 € janaritan eta 180 € ur-, argi- eta gas-horniduran; eta 
azaroan, 350 € janaritan eta 250 € ur-, argi- eta gas-
horniduran.

141.	 Autobus-enpresa batek hiru linea ditu: A, B eta C. 
Astelehenean A lineako 5 autobus atera ziren, B lineako 
3 autobus, eta C lineako 4. Asteartean A lineako 2 autobus 
atera ziren, B lineako autobus bat, eta C lineako 5. 
Asteazkenean, A lineako autobus bat atera zen, B lineako 
3 autobus, eta C lineako 5. Adierazi matrize moduan.

142.	 Enpresa batek hiru salgai ekoizten ditu: A, B eta C. Aleko 
kostuak 32 €, 46 € eta 71 € dira, hurrenez hurren, eta 
aleko salmenta-prezioak 53 €, 82 € eta 140 €. Urtean 
salgai horien 2.100, 1.400 eta 900 ale saltzen dira 
hurrenez hurren. Adierazi aleko kostuen errenkada-
matrizea, aleko salmenten errenkada-matrizea, aleko 
etekinen errenkada-matrizea, saldutako aleen zutabe-
matrizea eta lortutako urteko etekinak.

143.	 Hotel-kate batek hiru hotel ditu hiri jakin batean: Eden 
hotela, Paraiso hotela eta Oasis Spa. Hotel bakoitzak hiru 
gela mota ditu: luxuzkoa, gela bikoitza eta banako gela. 
Eden hotelak luxuzko 6 gela, 30 gela bikoitz eta banako 
10 gela ditu. Paraiso hotelak, 4, 50 eta 10, hurrenez 
hurren, eta Oasis Spak, 4, 50 eta 8. Hauek dira gelako gau 
bakoitzeko prezioak: 120 €, luxuzko gela; 80 €, gela 
bikoitza; eta 50 €, banako gela.

a)	 Bildu datuak bi matrizetan, eta adierazi zer esan nahi 
duen errenkada eta zutabe bakoitzak.

b)	 Adierazi matrize baten bidez hotel bakoitzean gau 
batean lortutako diru-sarrerak hotelak guztiz beteta 
badaude.

144.	 Lantegi batek bi torloju mota ekoizten ditu, torloju lauak 
eta izar-buruko torlojuak. Torloju mota bakoitzeko hiru 
modelo egiten ditu: L, M eta S. Taula honetan adierazita 
dago astean egiten dituen torlojuen kopurua, milaka 
aletan.

L mota M mota S mota

Torloju lauak 2 7 4

Izar-buruko torlojuak 3 5 6

L motako torloju akastunak % 4 dira, M motakoak % 2, eta 
S motakoak % 1. Kalkulatu, matrize bidez, astean akatsik 
gabeko zenbat torloju lau eta izar-buruko torloju ekoizten 
dituen lantegiak.

145.	 Lantegi batek bi produktu mota ekoizten ditu, X eta Y, eta 
hiru enpresari saltzen dizkie, A, B eta C enpresei. 
Hasieran, produktu 
bakoitzeko 1.000 ale saltzen 
zizkion enpresa bakoitzari, 
baina gaur A enpresak X 
produktuaren 600 ale eta Y 
produktuaren 300 ale jaso 
ditu; B enpresak, X-ren 400 
ale eta Y-ren 800; eta C 
enpresak X-ren 900 ale eta 
Y-ren 700. Adierazi matrize 
baten bidez enpresa horiei 
egindako banaketan izan 
diren murrizketak, 
ehunekotan. 
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ZERTARAKO BALIO DUTE MATRIZEEK?

Leku batetik beste batera joateko ibilbide 
egokiena aukeratzeko

Demagun mapa bat dugula eta hartan zenbait helmu­
ga eta haietara joateko har ditzakegun bideak adiera­
zita ditugula. Nola aukeratzen du gure GPS nabiga­
tzaileak ibilbiderik egokiena? Bada nabigatzaileak 
lekuak puntu moduan adierazten ditu (erpin deituko 
diegu), eta leku horiek lotzen dituzten bideak, erpinak 
lotzen dituzten ertz moduan. Horrela, guk xehetasun 
guztiz ikusten dugun mapa nabigatzaileak krokis soil 
moduan ikusten du (grafo esaten zaio).

Egoera hori n ordenako matrize karratu moduan 
deskriba daiteke. Hartan, n grafoak dituen erpinak 
dira, eta aij elementu bakoitza, i erpinetik j erpinera 
doazen ertzen kopurua. Matrize horri grafoaren au­
zokidetasun-matrizea deritzo. Hona hemen aurreko 
grafoaren matrizea:

M

0
1
1
0

1
0
1
1

1
1
0

0
1

00
0= f p

Matrizearen berbiduraren ij elementuak i erpinaren 
eta j erpinaren artean dauden bi ertzeko bideen ko­
purua adierazten du. 

M

0
1
1
0

1
0
1
1

1
1
0
0

0
1
0
0

0
1
1
0

1
0
1
1

1
1
0
0

0
1
0
0

2
1
1
1

1
3
1
0

1
1
2
1

1
0
1
1

2= =f f fp p p

Esate baterako, 2 ertzeko bide bat dago 1. erpinetik 
4. erpinera, eta 2 ertzeko 3 bide daude 2. erpinetik 
2. erpinera.

M  3 matrizeak hiru ertzeko bideak adierazten ditu; 
M  4 matrizeak, 4. ertzeko bideak; eta horrela hurrenez 
hurren.

Hala, nabigatzaileak bide posible guztiak kalkulatzen 
ditu, eta, ertzen luzera batuta, bide laburrena zein 
den adieraz dezake, bai eta zein den azkarrena ere, 
ertz bakoitzeko denborak batuz.

	 IRAKURRI ETA ULERTU

1.	 Mapa bateko bi puntu lotzen dituen errepidea 
zuzena ez bada eta 4 bihurgune handi baditu, 
zenbat erpin adierazi beharko ditugu grafoan?

	 INTERPRETATU

2.	 Sailkatu testuan agertzen diren matrizeak, 
formaren arabera eta elementuen posizioaren 
arabera.

	 HAUSNARTU

3.	 Bide bat sinplea dela esaten dugu bi aldiz ez  
bada pasatzen erpin beretik. 5 erpin dituen  
grafo bat baldin badugu, zenbat ertz izan  
ditzake gehienez?

	 APLIKATU

4.	 Matrize hauek ditugu. Marraztu matrizeak 
auzokidetasun-matrizetzat dituen grafo bat.

a)	 

 0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

f p              b)  

 0 1 0 1
1 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0

f p

5.	 Grafo hau aintzat hartuta, kalkulatu hiru ertzeko 
zenbat bide dauden 2. erpinaren eta 4. erpinaren 
artean.

MATEMATIKA ZURE BIZITZAN
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