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Pagina de introduccion a la unidad

Al principio de cada unidad, en torno a una ilustracion, se centra la atencion en los contenidos y se reflexiona sobre ellos.

Contenidos de la unidad.

Un esquema de la exposicion
de los contenidos y técnicas

0 procedimientos.

llustracién. Una fotografia
que acerca a los contenidos
de la unidad.

Texto. Una reflexion
introductoria sobre la
importancia de los contenidos.

Paginas de desarrollo de los contenidos

. Campo gravitato®o

El desarrollo de los contenidos esta compuesto por varios elementos.

Repaso. Antes de tratar

los contenidos de cada unidad
se recuerdan contenidos

de matematicas o fisica

y quimica necesarios

para abordar la unidad.

Ejemplos resueltos.

Alo largo de toda la unidad se
incluyen numerosos ejemplos
resueltos, numéricos o no, que
ayudan a poner en practica
l0s conceptos expuestos.

Actividades al pie. Recoge
actividades que acompafan
el trabajo de los contenidos.

Titulo de la unidad.

Para comenzar. Algunas
preguntas que abran

la reflexion, o el debate,

en relacion con los contenidos
que se van a estudiar.

Recuerda. Aqui se incluyen
contenidos de cursos
anteriores o estudiados

en unidades precedentes.

Saber maés. Se incluyen
contenidos relacionados con
la materia, pero que no son
esenciales para el desarrollo
de la unidad.

Destacados. Los contenidos
y definiciones esenciales
aparecen destacados

con un fondo de color.
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Presenta procedimientos que deben dominarse para mostrar que estan asimilados los contenidos de la unidad.

Comprende el enunciado.
Con un sencillo esquema se
invita a la lectura comprensiva
de la actividad propuesta.

Desarrollo. Paso a paso se
van dando las indicaciones de
como desarrollar la actividad
propuesta.

Actividades finales

. Evalua el resultado.

e pe—— L En cada caso se debe
.......... - valorar el resultado

conseguido, dentro del

contexto de la actividad.

Coleccion de actividades que permiten asentar el aprendizaje.

Apartados. Las actividades
estan clasificadas segun los
contenidos de la unidad.

Nivel de dificultad. La dificultad de cada

actividad se muestra segln el codigo:
oo FacIl oo Media eee DifiCil

Solucién. Hay una linea con el

resultado para las actividades con
solucion numérica. Asi, se facilita
el trabajo personal del alumnado.

Investiga

Resumen

Un repaso de los contenidos
mas importantes recogidos

en la unidad.

Cada unidad se cierra con una pagina dedicada al trabajo practico.

Alfinal de cada unidad, en una pagina
Se propone alguna experiencia de
laboratorio 0 el trabajo con una
animacion interactiva, en relacion con
el contenido de la unidad.

Al final de cada unidad se
sefialan posibles salidas |
profesionales relacionadas.

perl el meteortiogo.

Competencias basicas

A lo largo del libro, encontraréis junto a muchos ejercicios los iconos de las
competencias basicas del proyecto HEZIBERRI. Cada uno de esos iconos
nos indica la competencia bésica que se trabaja en cada caso.

Competencias basicas disciplinares Competencias basicas transversales

Competencia en comunicacion
linglistica y literaria

Competencia para la comunicacién
verbal, no verbal y digital

Competencia para aprender
y para pensar

E Competencia matematica

@ Competencia cientifica Competencia para convivir

Competencia para la iniciativa

Competencia tecnoldgica i
y el espiritu emprendedor

o . . o
24&) Competencia social y civica

¢ 1) 1) ¢ 1)

Competencia para aprender
a ser uno mismo

Competencia artistica

@ Competencia motriz
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El concepto de campo.

Campo gravitatorio
creado por masas
puntuales.

Representacion
del campo gravitatorio.

Campo gravitatorio
de los cuerpos celestes.

Movimiento de planetas
y satélites.

(@ viajes a través
del espacio.

SABER HACER. Resolver problemas
en los que intervengan campos
gravitatorios.

INVESTIGA. Simulacion
del movimiento de cuerpos celestes.

La sonda Gaia se lanzo6 al espacio en 2013 para

estudiar miles de estrellas de nuestra galaxia, la Via

Lactea. Se situd en un punto del espacio conocido

como punto de Lagrange L2, situado en la linea que ¢Se anula la fuerza gravitatoria
une la Tierra y el Sol, més alla de la posicién ocupada ejercida por el Sol y la Tierra
por la Tierra, a 1,5 millones de kildbmetros de nuestro 60 &l Ui L2

planeta. Al estar en ese punto, la sonda rota

de manera sincronizada con la Tierra, de modo
que permanece sobre el mismo punto del cielo.

¢Y en algin punto situado
en la linea que une el Sol
y la Tierra?

) ) ) . ) ¢Entonces, por qué permanecera
La ventaja es que asl es mas sencillo calibrar estacionaria la sonda Gaia en L2?

el instrumento y, ademas, la sonda se encuentra
protegida de la radiacién solar, pues los instrumentos
pueden permanecer siempre orientados

en la direccion opuesta al Sol.



REPASO

Matematicas

1. Magnitudes vectoriales

Son aquellas cuya definicién requiere indicar el médulo
(la cantidad), la direccién y el sentido, como v o F.

Se expresan en funcién de componentes: A = A, i + A, ]

Calculo del médulo:

|Al= A2+ A2
2. Producto de vectores

Se pueden multiplicar de dos formas:

Producto escalar de vectores

Dados dos vectores Ay B, su producto escalar A - B es
un escalar, cuyo valor es:

A-B=|Al-|Bl cos a
« es el &ngulo que forman los vectores.

El producto escalar de dos vectores perpendiculares es
cero porque cos 90° = 0.

Producto vectorial de vectores

Dados dos vectores A y B, su producto vectorial A X B
es un vector C, con las siguientes caracteristicas:

e Moédulo:
|A-B|=|Al-|Bl sen a
a es el angulo que forman los vectores.
e Direccién: es perpendicular a Ay B.

e Sentido: viene determinado por la regla de la mano
derecha o del tornillo. Coincide con el sentido de un
tornillo que gire como si el primer vector se acercase
al segundo por el camino més corto.

El producto vectorial de dos vectores paralelos es cero
porque sen 0° = 0.

3. La derivada de una funcion

Dada una funcién y = f(x), la derivada de y con respecto

dy Ay Ay
ax, ( dx ) representa: ax Alirpo Ax
e Derivada de la funcién constante:
dy

Seay = K (constante) > — =0
dx

e Derivada de la funcién producto por un nmero real:
d
Seay=K-x > L =K
dx

e Derivada de la funcién potencial:

dy _
Seay— n > _n.xn'l

4. Derivada de un producto de funciones
vectoriales

d(A-B)=dA-B+ A-dB
d(A X B)=dAxB+AXdB
Aplicacion: vamos a demostrar que r -dr = r - dr
r-r=r-r-cos0®=r-r
d(r-r)=dr-r+r-dr = 2r-dr [1]
d(r-r)=dr-r)=dr-r+r-dr=2r-dr [2]
Igualando [1] y [2]:

2r-dr = 2r-dr > r-dr =r-dr

5. La integral de una funcion

La integral de una funcién fes otra funcion que, derivada,
nos da la funcién £. Para una funcién x:

fdx = Xx + cte.

Obtenida la funcién integral, se puede calcular el valor
de la integral definida entre dos limites. Es el valor de la
funcién para el limite superior menos el valor de la fun-
cién para el limite inferior:

f
fdx = [x]' — [x]'
e Integral indefinida de una constante:
fk-dx— k - x + cte.

e Integral indefinida de una potencia:

Xn+1
fx“-dx— + cte,sin + —1
n+1

¢ Integral indefinida de la funcién inversa:

fi~dX:1nX+Cte.
X

PRACTICA
d (1
1. Calcula: —(—| =
dr (r)
L, 1
Solucion: ——

/'2
“1

2. Calcula: | —-dr =
P

L1
Solucion: "



Fisica

Campo gravitatorio

1. Cinematica planetaria. Las leyes de Kepler

Kepler analizo las posiciones que ocupaban los cuerpos
celestes y enuncio las leyes que rigen su movimiento:

1.2 ley: todos los planetas giran alrededor del Sol des-
cribiendo oOrbitas elipticas. El Sol est4d en uno de los
focos de la elipse.

2.2 ley: los planetas giran con velocidad areolar cons-
tante, esto es, la linea que une la posicion del planeta
con el Sol barre &reas iguales en tiempos iguales. Como
consecuencia de ello, los planetas se mueven con ma-
yor velocidad lineal en el perihelio que en el afelio.

-F’___,.o-""_-- -""-\._\_\_.
e B
cC / \ A
D} : gx
[ Sol
O J.
| Afelio Perihﬁno
\ 4
N\ | /
Orbita ™. e
delplaneta ~~—gtl & _—
E F

3.2 ley: en su movimiento alrededor del Sol, los plane-
2

tas cumplen que: F = constante. T: periodo de tras-

lacion; d: distancia media al Sol.

2. Dinamica de los cuerpos celestes.
Ley de la gravitacion universal

Newton determiné que la atraccién gravitatoria era la
causante del movimiento de los planetas alrededor del
Sol y de los satélites alrededor de los planetas.

Establecio la ley de la gravitacion universal, segun la
cual dos cuerpos de masa m; y m, se atraen mutuamente
con una fuerza directamente proporcional a sus masas
e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
que los separa. En su formulaciéon vectorial:

= mqi-m», _
Fo=—G-—— 4,
r
G es la constante de gravitacién universal:
G=16,7-10""N - m%kg®
U, es un vector unitario con la misma direccion y sentido

que el vector de posicion T. F o

v
o " o

2 T

El vector fuerza tiene sentido
opuesto al vector de posicion,
debido a que es una fuerza de

atraccion.

3. Momento angular T

El estado de movimiento
de un cuerpo que se des-
plaza con movimiento cur-

X
vilineo se caracteriza por IL F

su momento angular L:

L=FXp=TX(m-v) .
T es el vector de posicién
del cuerpo en movimiento. 4
D = (m-v)es la cantidad de movimiento.
Moédulo:|L| = |7 x p| = |F|-|(m-V)|- sen o, donde a

es el &ngulo que forman r y p.

Direccién: perpendicular al plano que forman los vec-
tores ry p.

Sentido: vendra dado por la regla de la mano derecha
o del tornillo.

De la segunda ley de Kepler se deduce que los planetas
describen érbitas planas. Por tanto, L es constante.

dL ~
— =TXF
dt
[ =constante > 7 X F =0 — Z:“G tiene la direcciéon de r.

La fuerza gravitatoria es una fuerza central.

PRACTICA

3. Una masa de 20000 kg se encuentra a una distancia
de 16 m de otra masa de 60000 kg. Calcula la fuerza
de atraccion de dichas masas.

Dato: G = 6,67 - 107" N - m*/kg?.
Solucion: 3,13 - 107*N

4. (En qué punto la velocidad de la Tierra es mayor,
cuando se encuentra mas cerca o mas lejos del Sol?
Justifica la respuesta.

Solucion: mas cerca

5. Se conoce como satélites galileanos a las lunas mas
grandes de Jupiter descubiertas por Galileo Galilei
en 1610. lo, el satélite galileano mas cercano a Jlpiter,
posee un periodo orbital de 1,8 dias y el radio de
su Orbita es, aproximadamente, tres veces el diametro
de Jupiter. Asimismo, el periodo orbital de Calisto
(el cuarto satélite galileano en cuanto a la distancia
a Jupiter) es de 16,7 dias. Con esos datos, suponiendo
orbitas circulares y sabiendo que el radio de Jupiter es
7,15 - 10’ m, calcula el radio de la érbita de Calisto.

Solucion: 1,89 - 10° m
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Figura 1.1. Segun la teoria de Einstein,

la masa del Sol y de la Tierra deforman

el espacio que les rodea. Esta deformacion
hace que ambos cuerpos se atraigan

y que atraigan a otros que se les aproximen.

Figura 1.2. La termografia de la mano
muestra la temperatura de cada

punto de la misma. Es la representacion
de un campo escalar, ya que la
temperatura es una magnitud escalar.
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Figura 1.3. Representacion del campo
creado por una distribucion de cargas
eléctricas. Su valor en cada punto
representa la fuerza que actla sobre

la unidad de carga en ese punto.

Es un campo vectorial, ya que

la fuerza es una magnitud vectorial.

10

El concepto de campo

Un cuerpo que se deja libre préximo a la superficie de la Tierra cae hacia
ella. Decimos que la Tierra ejerce atraccion gravitatoria sobre el cuerpo.
Cuerpos cargados, separados una cierta distancia, se atraen o se repelen
dependiendo del signo relativo de sus cargas. Los imanes se atraen o se
repelen, segun la orientacién de sus polos.

Las interacciones gravitatoria, eléctrica y magnética se propagan a distan-
cia. Los cuerpos implicados en la interaccién no necesitan estar en contacto.

Para explicar formalmente esta interaccién a distancia que se producia en-
tre cuerpos que tenian una propiedad comun, Michael Faraday (1791-1887)
acuno el concepto de campo en 1831. Lo aplico a la interaccién entre cuer-
pos cargados eléctricamente e ided las lineas de campo para explicar
coémo se transmitia la interaccién entre uno de los cuerpos y los otros que
se encontraban en distintos puntos del espacio.

Para explicar la accién a distancia los cientificos supusieron la existencia de
un éter que llenaba el espacio y que transmitia la interaccién entre los cuer-
pos. La idea del éter se mantuvo vigente hasta que las experiencias realiza-
das por Albert A. Michelson (1852-1931) y Edward Morley (1838-1923)
en 1887 pusieron en duda su existencia, y fue el propio Albert Einstein
(1879-1955) quien, en sus trabajos de 1905, demostrd que su existencia no
era necesaria. Einstein justificd que el cuerpo causante de la perturbaciéon
provocaba distorsiones espacio-temporales en la regiéon circundante del es-
pacio y son estas distorsiones las que propagan la perturbacién (» Figura 1.1).

Desde entonces, el concepto de campo se ha generalizado para estudiar
cualquier interaccién que se extienda a una regién del espacio.

Llamamos campo a una region del espacio en la que se aprecia
el efecto de la perturbacién provocada por un cuerpo que tiene
una propiedad que le hace interaccionar con otros cuerpos

que también tienen esa propiedad.

El cuerpo que origina la perturbacion crea distorsiones
espacio-temporales que causan interacciones entre cuerpos
que no estan en contacto.

Un cuerpo que tiene masa interacciona con otros que también tienen
masa. Un cuerpo que tiene carga interacciona con otros que también tie-
nen carga, etc.

Para definir un campo se utilizan magnitudes que adquieren un valor con-
creto en cada punto del espacio y en el tiempo. Dependiendo de como sea
la magnitud que define la perturbacién tenemos:

e Campos escalares. Si la magnitud que mide la perturbacion es esca-
lar. Por ejemplo, un campo de temperaturas (» Figura 1.2) o de presiones,
donde basta un numero para determinar el valor del campo en un punto
del mismo.

e Campos vectoriales. Si la magnitud que mide la perturbacién es
vectorial. Por ejemplo, un campo de fuerzas gravitatorias o eléctricas
(» Figura 1.3). En este caso, el valor del campo viene determinado por
un vector.



Campo gravitatorio creado por masas
puntuales

Campo gravitatorio es la region del espacio en la que se aprecia
la perturbacion provocada por la masa de un cuerpo.

Para que se ponga de manifiesto es necesario introducir en el campo otro cuer-
po con masa. La interaccién que se origina es una fuerza de atraccién gravita-
toria entre el cuerpo que crea el campo y el que se introduce en él.

Comenzaremos este estudio calculando el campo gravitatorio creado por
masas puntuales; es decir, supondremos que el o los cuerpos que crean el
campo son puntos, sin dimensiones, que tienen una masa M.

También se puede aceptar esta aproximacion cuando el tamano de los cuer-
pos es mucho menor que el de la distancia entre ellos. Por ejemplo, los
planetas se pueden considerar masas puntuales en su interaccién con el Sol.

Intensidad del campo gravitatorio en un punto

Campo creado por una masa puntual M

Supongamos que en un punto del espacio existe un cuerpo de masa M.
En otro punto, cuya posicién respecto a M viene definida por el vector T,
existe otro cuerpo de masa m. Entre ambos cuerpos aparece una fuerza de
atracciéon gravitatoria que podemos escribir como:

M-m _
. — 4,

FG:_G
r

G es la constante de gravitacion universal, G = 6,67 - 107" N - m%kg®.

U, es un vector unitario en la direccion y sentido de r.

Llamamos intensidad del campo gravitatorio en un punto, g,
a la fuerza que una masa M ejerce sobre un cuerpo de masa unidad
colocado en ese punto. Es una magnitud vectorial, cuyo valor es:

—G‘M-m‘ﬁ
FG 1“2 ’ *G'M =

g:—:——)g:—z-ur
m m r

Como la fuerza gravitatoria es de atraccién, g y U, tienen la misma direccién
y sentidos opuestos (» Figura 1.4), de ahi el signo negativo en la férmula. En
el sistema internacional, g se mide en N/kg o en m/s?.

Con frecuencia llamamos peso a la fuerza de atraccién gravitatoria. Un
cuerpo que cae libremente bajo la accion de la fuerza peso se mueve con un
movimiento uniformemente acelerado; el valor de su aceleracién es g.

De acuerdo con esto, la intensidad del campo gravitatorio en un punto, g, es
también la aceleracién de caida libre de los cuerpos que se mueven bajo la
accion de la fuerza gravitatoria.

Campo gravitatorio

Figura 1.4. gy r (4, tienen la misma

direccion y sentidos opuestos, 7 (morado)

va de la masa M al punto P. mientras
que g (rojo) tiene su origen en P
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Figura 1.5. El campo total es la suma
de los campos creados por cada masa.
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Dos masas puntuales, m; = 5kgy m, = 10 kg,
se encuentran en los puntos del plano XY (1,3) m
y (1, 9) m, respectivamente. Calcula la intensidad
del campo gravitatorio debida a las dos masas
en el punto (5, 6).
Dato: G = 6,67 - 10~ N - m¥/kg>?.
De acuerdo con el principio de superposicion:
gTota\ - §1 + gz
Puesto que conocemos las coordenadas de cada uno

de los puntos, lo mas sencillo es calcular cada campo
teniendo en cuenta la definicién de g y obteniendo,

-
H

Utiliza unidades del SI para cada magnitud.

en cada caso, el vector unitario U, =

Calcula g

T, €S un vector con origen en el punto (1, 3) y extremo
en (5, 6).

F=6G-10+6—23] > =41 +3]
~ I 47 +3] 41 +3]
U= 7= = =

|5 Vet 3 5

Por tanto:
- G : Mq —

Uy =

_667-10 -5 47 +3] N

5 5 kg

—1,07-10 " —8,00-10 2] N
kg

§1 =
Calcula g:

I, s un vector con origen en el punto (1, 9) y extremo
en (5, 6).

E=6G-1N1+06-9] > hH=4i —3]

JTotal — —

gTotal = zgl =

Campo creado por una distribucion de masas puntuales

Supongamos que en una determinada region del espacio se aprecia el efec-
to de varios puntos materiales de masa M;, M,, M, etc.

La intensidad del campo gravitatorio creado por un conjunto

de masas puntuales en un punto es la suma vectorial de los campos
que crearia cada masa si solo estuviese ella en esa regiéon del espacio.
Esto se conoce como principio de superposicion.

)

En la figura 1.5 se representa el campo creado por los cuerpos de masa M;,
M,y Msen el punto P. El campo total es la suma de los campos creados por

§Tom1 = §1 + gz + 51

G‘Mq . GMZ .
cUr — cUp —

r3

s U

ri I

; _ L _ 4i—3] _4i-3]
YRl Vet 5
Por tanto:
~ G-M, _

82 = tUrp =

_667-107-10 471 —3] N
52 5 kg
TN

g =-214-10"1+1,60-10""
g 14907 41,6010 o

Entonces:
Srotel = 81+ 8= (—1,07-10" 4 (—2,14-10 ") +

+(—8,00-107" 4 1,60-10"") %

Srow=—3,21-10"""1 + 8,00- 10~ 2] %

Y

9 -

o

N




Trabajo debido a las fuerzas gravitatorias

Cuando un cuerpo de masa m se mueve en el seno del campo gravitatorio
creado por otro cuerpo de masa M se realiza un trabajo, ya que el desplaza-
miento tiene lugar bajo la accién de una fuerza, la fuerza gravitatoria.

Recuerda

Calculo del trabajo

Como vimos el curso anterior, cuando un cuerpo experimenta un desplazamiento
bajo la accion de una fuerza constante se realiza un trabajo cuyo valor se calcula
multiplicando la fuerza por el desplazamiento (» Figura 1.6):

Wi = F-AT

Si la fuerza no es constante, solo podremos calcular el trabajo en un desplazamiento
infinitesimal, en el que se considera que la fuerza es constante (» Figura 1.7):

aw =F -dr

Para calcular el trabajo que se realiza cuando se produce un desplazamiento
entre dos puntos cualesquiera debemos sumar todos los trabajos infinitesimales
entre ambos. Matematicamente esa suma €s la integral:

f
Wiﬁfzf?'di:
i

Como su valor cambia en cada punto, utilizamos el calculo integral:

f f . . . 17 f . .
Ww_fp:d,a _JGMizmur.df_fGMizmw
i i r 1) Vi r
(1) @, es un vector unitario en la direccién y sentido de r. Se puede demos-
trar que 4, - dr = dr.
f
Wi"f: G.M.m.fg_ G.M.m-[%]

1,.2

' GM-m_ G-M-m

i i Iy I
El campo gravitatorio es un campo conservativo porque el trabajo
realizado por las fuerzas del campo gravitatorio depende solo
del punto inicial y final del desplazamiento, y no de la trayectoria
seguida (» Figura 1.8).
G-M-m G-M-m

Iy 4]

Wir =

[1]

La fuerza gravitatoria es una fuerza central, ya que esta dirigida hacia el
centro, y su médulo depende de la distancia al centro. Podemos generalizar
y decir que el trabajo debido a una fuerza central es conservativo.

En consecuencia:

e El trabajo de las fuerzas del campo gravitatorio a lo largo de una
trayectoria cerrada es cero.

e Sirs<n — Wi > 0. El trabajo de las fuerzas del campo gravitatorio
es positivo cuando el cuerpo se acerca a la masa que crea el campo.

e Sir;>n > Wi, <O0. El trabajo de las fuerzas del campo gravitatorio
es negativo cuando el cuerpo se aleja de la masa que crea el campo.

Esto es debido a que las fuerzas gravitatorias son siempre atractivas
y cualquier cuerpo que quede libre se acercara al que crea el campo.

Campo gravitatorio

v

X1 X, X
WF:FX'(XQ_X1):FX'AX

Figura 1.6. Eltrabajo es el area
sombreada en la figura (rectangulo).

R 4

X1 X2
C/W:ﬁdf—»W:J‘Fx-dx

Figura 1.7. El trabajo es la suma de las
areas de los rectangulos para aproximar
el area encerrada por la curva.

HERRAMIENTAS
MATEMATICAS

3 1P 1 1
—fr*2~dr:[r*1]i:[—] ====
A Fa B Ia

Punto final

Punto inicial

Figura 1.8. El trabajo de la fuerza
gravitatoria depende Unicamente del punto
inicial y final; no de la trayectoria.
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Figura 1.9. En cada paso se produce
un desplazamiento en horizontal (Ax)
y otro en altura (Ah). La fuerza peso es
perpendicular al desplazamiento
horizontal, por eso no realiza trabajo
en ello. El trabajo de la fuerza peso
depende solo del desplazamiento

Ejemplo de fuerza conservativa

Observa la figura. Podemos ir del punto P al Q por cualquiera de los dos
caminos senalados. En ambos casos la diferencia de altura es la misma,
pero el camino recorrido es distinto.

Q

Subida
camino 1

Subida
camino 2

Q

Bajada
camino 1

Bajada
camino

P Camino 2

Para subir la diferencia de altura debemos realizar un trabajo en contra de
nuestro propio peso, y para recorrer el camino debemos vencer el roza-
miento con el suelo.

El peso es una fuerza conservativa, pues el trabajo necesario para vencerlo
solo depende del punto inicial y el final, mientras que el rozamiento es una
fuerza no conservativa, pues el trabajo necesario para vencerlo depende del
camino.

Si completamos la ruta para volver al punto de partida P, el trabajo total debido

en altura. ala fuerza peso es nulo. En cambio, el trabajo de la fuerza de rozamiento no es
nulo, ya que debemos vencerla tanto en el paso de P a Q como en el inverso.
Una masa de 50 kg esta situada en el punto (0, 0) m g =— G '2M1 U g, = G- in Trs
y otra de 30 kg en el punto (3, 0) m. h r2
210 M50 = 21070 =
a) En qué punto (o puntos) del plano XY el campo gi=— 6,67 102 50 i=— 3,34 210 iﬁ
gravitatorio resultante es nulo. ai ai kg
b) Calcula el trabajo necesario para trasladar la esfera 3, =+ 6,67-107"- 30 T 2,00-10°° H N
de 30 kg hasta el punto (5, 0) m. Interpreta a3 d3 kg

el resultado obtenido.
Dato: G = 6,67 - 10~ N - m¥/kg>2.

Resuelve teniendo en cuenta que:
334-10°~ N  200-10°- N

§¢+§2:O—>— +7| :O
Representa el problema graficamente: ai kg a kg
a2 d
Y1 167 === > =L =167 =129 > d, = 1,29,
a3 d,
Como la distancia entre las dos masas es de 3 m,
O IR sustituye y calcula:
N < h > :Y- | > d1+d2:3_>1,29'd2+dz:3_)d2=1,31m
v, A00 g g  mBGO C(5,0) X d=3-131>d =169m
b) Utiliza la expresion para calcular el trabajo
a) Se trata de encontrar un punto en el que Sros = O. €n un campo gravitatorio:
De acuerdo con el principio de superposicion: w., = MM G MMy
Srow = &1+ & — fi fi
2818 =0 Ws.c = 6,67-10 “-5o~30-<1—1>

Analiza la representacion, observa que el punto que
buscas esta en la linea que une M,y M.

El dibujo nos ayuda a expresar vectoriaimente g,y &..
No olvides expresar todas las magnitudes en unidades

del sistema internacional.
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WBAC - _1,33 . 1078.1
Interpretacion: el trabajo es negativo, es decir, para que

el cuerpo M, se desplace de B a C hay que realizar
un trabajo en contra de las fuerzas del campo.

C esta mas alejado de M, que B. Las fuerzas del campo
acercaran M, a M.



Campo gravitatorio

Energia potencial gravitatoria

En el campo gravitatorio, como en todos los campos conservativos, se puede
definir una energia potencial, de manera que:
G-M-m G-M-m

Wconservativos = _AEP - it — = _(EPf - EP i) (2]
I's I

Relacionando [1] (pagina 13) y [2] encontramos la expresion para la energia
potencial gravitatoria.

La energia potencial gravitatoria Ep es aquella que posee
una masa por encontrarse bajo la influencia gravitatoria de otra
u otras masas.
~G-M-m

r

Epr=

La energia potencial es una magnitud escalar, y en el SI se mide
en julios (J).

Interpretacion fisica: la energia potencial de un cuerpo en un punto coinci-
de con el trabajo que tienen que realizar las fuerzas del campo para llevarlo
desde ese punto hasta fuera del campo con velocidad constante. Matemati-
camente, un punto fuera del campo esta a una distancia infinita de la masa
que crea el campo.

Ooa oo 1 /100
WPOOZJA FG-dsz-M~m-f ——Z-drzG-M~m-[?] =
i i r i
:G-M-m G-M-m ~G-M-m

- i Wiﬂoo:
I'o I I

= Ep;

Observa que, dentro del campo, la energia potencial de un cuerpo siempre
es negativa. La razon esta en que la fuerza gravitatoria es una fuerza atrac-
tiva, y hace falta una fuerza exterior para llevar el cuerpo desde un punto del
campo hasta fuera del mismo.

Diferencia de energia potencial

Cuando un cuerpo de masa m esta en el campo gravitatorio creado por otro
de masa M, su energia potencial depende del punto donde se encuentre. Al
desplazarse a otro punto, su energia potencial varia segun la expresion:
G-M-m ([ G-M-m

I

Epy — Ep; = —
I'e

La diferencia de la energia potencial gravitatoria que experimenta el cuerpo
de masa m es igual y de signo contrario al trabajo que realizan las fuerzas

del campo para trasladar el cuerpo entre esos puntos: y
f f r m
dr 1 i
W= Goateme [ G a1 - Q——="0
) r r) It ~_
! se acerca
G-M-m G-M-m
= — = —(Ep; — Ep;
r I [ Pf P) G
Si el cuerpo de masa m se acerca al cuerpo que crea el campo (r; > ry): el M /\se‘ aleja
trabajo que realizan las fuerzas del campo es positivo y el cuerpo pierde °=r‘g°_’
energia potencial (» Figura 1.10A). o M

Si el cuerpo de masa m se aleja del cuerpo que crea el campo (r; < ry): el

. . . Figura 1.10. Siel cuerpo de masam
trabajo que realizan las fuerzas del campo es negativo. Hace falta una

energia potencial (» Figura 1.10B). delamasaM:r <ri

] - Se acerca al cuerpo que crea el campo M.
fuerza exterior para que se produzca el desplazamiento y el cuerpo gana r; > r. En cambio, si la masa m se aleja

15



;De donde viene E, = m - g - h?

£l Hasta ahora, cuando un cuerpo se encontraba a una altura h de la superficie

de la Tierra tenfa una energia potencial E = m - g - h. ;Qué relacién tiene
esta expresion con lo que acabamos de deducir para el campo gravitatorio?

Sea un cuerpo que se encuentra sobre la superficie de la Tierra y asciende a
una altura h. La diferencia de energia potencial en ambos puntos es:

1 1
AEPEPh_EPsuelo(_G'MT'm'm>_<_G'MT'm'R_T)

B
Rt  Re+h

)ZG-MT-m-MZG-MT-m h

GM . -
T ( Rr-(Rrt+ B) Rr-(R: + h)

Si consideramos que el punto estad préximo a la superficie de la Tierra:

Figura 1.11. Para pequefias distancias h<<RryRr+h=Ry;g=G- MZT
sobre la superficie de la Tierra se puede L, . R%
considerar que la £ varia linealmente La expresion se convierte en:

con la altura (E, = m - g - h). A mayores h & B )
distancias, la £ varia con el inverso AE, = G- M- il AE, =m-g-h (»Figura1.11)
de la distancia r y se hace nula en el infinito.

G-M-m En la figura 1.12 vemos la similitud entre

T o 0 ambas formas de expresar la energia po-
tencial. La diferencia esté en el punto que

tomamos como referencia para considerar

que un cuerpo tiene energia potencial cero.

¢ Si ese punto es la superficie de la Tierra,
a medida que se aleja de ella el cuerpo
tendra una energia potencial cada vez
G-M-m G-M-m mayor y positiva.
r Rr+h » Si ese punto es el infinito, el cuerpo ten-
_G-M-m dra siempre energia potencial negativa y
R+ de valor cada vez menor a medida que
nos alejamos de la superficie de la Tierra.

- En cualquier caso, el cuerpo gana ener-
gia potencial a medida que se aleja de
la superficie de la Tierra.

Figura 1.12.

~

EJEMPLO RESUELTO

(2] La estacion espacial MIR orbitaba laTierra a unos Datos: G = 6,67 - 107" N - m? - kg% Ry = 6370 km;
400 km de su superficie. Calcula la variacion de E» que m=2kg; M =5,98-10*kg;g =98m-s™%

experimento cuando paso de estar preparada para su Haz el calculo con las dos expresiones estudiadas.
lanzamiento, a 10 m del suelo, a estar en el espacio. Utiliza unidades del Sl para cada magnitud.

6,67-107"-5,98-10% -2
=2.98. = Eop = —— : = —125,23-10°J
EPA 2 9,8 10 196 ) PA (6370’103+ ,IO)

66710 115,98 - 10% - 2
E..=2-98-400-10° = 7.84 - 10° Eog = —— - = —117,83-10°)
Pe 8+ 400+ 10° = 7,84 - 10°) & (6370 + 400)- 10°

Epg — Epa = 7,84 -10° — 196 = 7,84 - 10°) Epg — Epa = —117,83 - 10° — (—125,23 - 109 = 7,40 - 10¢J J

Interpretacién: observa que el calculo de la izquierda tiene el error de suponerque g = 9,8 m - s 2
k a cualquier distancia, cuando en realidad g solo tiene ese valor en la superficie de la Tierra. J
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El curso pasado velamos el teorema de las fuerzas vivas, que nos dice que

Conservacion de la energia mecanica
en un campo gravitatorio

Campo gravitatorio

HERRAMIENTAS
MATEMATICAS

Teorema de las fuerzas

el trabajo de todas las fuerzas que actiian sobre un cuerpo provoca una va- vivas
riaciéon en su energia cinética.

Por trabajo total entendemos el trabajo de todas las fuerzas, tanto las fuer-
zas conservativas como las fuerzas no conservativas (por ejemplo, las fuerzas

Wit = AEc= Ect — Eg;

de rozamiento).

Si nuestro sistema se ve sometido solo a la accién de fuerzas conservativas

(por ejemplo, a la accién de fuerzas gravitatorias):

Wiﬁf = Wconservativas =+ Wno conservativas

- Wiy = —AEp + 0 = Ep; — Eps

Relacionando las expresiones [3] y [4]:

Ecy— Eci = Epi — Ept

Cuando un cuerpo se desplaza bajo
(3] la accion de una o mas fuerzas:

f f

foodv
—Ji‘m'dt~dr

f f
WM=J‘m'V-dV=fm~v~dv=

[4] —2mvi—2mev

Esta expresion es el teorema de conservacion de la energia mecanica.

Fuerzas conservativas

Teorema de conservacion de la energia mecanica: cuando

un sistema se ve sometido solo a la accion de fuerzas conservativas,

su energia mecanica se conserva (> Figura 1.13).

rl.

Ect+ Eps= Eci + Epi = Eu

Un meteorito de 200 kg que se dirige en caida libre
hacia la Tierra tiene una velocidad de 10 m/s

a una altura h = 750 km sobre la superficie terrestre.
Determina el peso del meteorito a dicha altura

y la velocidad con la que impactara sobre la superficie
terrestre despreciando la friccion con la atmasfera.
Datos: G=16,67-10""N-m?-kg™%

M;: = 5,98 - 10* kg; Ry = 6370 km.

Expresa todas las magnitudes en unidades del SI.

El peso coincide con el valor de la fuerza gravitatoria
que la Tierra ejerce sobre él:

Las fuerzas conservativas se llaman
asi porgue, cuando son las Unicas
que actlian sobre un sistema, se
conserva la energia mecanica

del mismo.

Figura 1.13. Sino existiese rozamiento,
el movimiento serfa infinito, yendo de un
lado a otro de la pista constantemente,
ya que la energia potencial se estaria
convirtiendo en cinética, y viceversa.

La fuerza de rozamiento es una fuerza
no conservativa.

_6,67-107""-5,98 - 10% - 200

=1573,6 N
((6370 + 750) - 10%)?

La energia mecanica del meteorito se conserva, ya que
solo esta sometido a la fuerza gravitatoria:

Eci+ Epi = Ect + Eps
1 6,67-107"-5,98 - 10% - 200 _

—-200-10% —
2 (6370 + 750) - 10°m
. —11 ., . 24 |
_ 1 ooy £67-1071-598-10%-200
2 6370103
10*—1,12-10"° + 1,25-10"
—>v:\/o . 1%() 2510 = 3632 m/s
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Figura 1.14. EnR Vs =V, + V, + Va.
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Potencial gravitatorio en un punto

En las paginas anteriores hemos visto que una masa M origina un campo
gravitatorio, y que, por ello, otra masa m adquiere cierta energia potencial
debida a la posicién que ocupa en dicho campo. Resulta muy util considerar
la energia potencial por unidad de masa, ya que asi obtenemos una magni-
tud que solo depende de la masa M que crea el campo.

Se denomina potencial en un punto, V, a la energia potencial
por unidad de masa en ese punto:
Ep G-M

V=—=—
m r

El potencial es una magnitud escalar, y en el sistema internacional
se mide en J/kg.

Interpretacion fisica: el potencial en un punto es el trabajo que realizan las
fuerzas del campo para llevar la unidad de masa desde ese punto hasta fue-
ra del campo, con velocidad constante.

M_J‘ i-df—G'M'f —%-dr—G-M-[i] :G'M_G’Mﬁ
m . m . r e r

N Wiaoo :_GM :\/l
m I

El potencial en el infinito (fuera del campo) es cero, y en cualquier otro pun-
to del campo es negativo, ya que la fuerza gravitatoria es atractiva.

Podemos decir que el potencial gravitatorio es un campo escalar, ya
que permite estudiar la interaccién gravitatoria como una funcién escalar
de punto, es decir, en cada punto del campo el potencial tiene un valor.

Potencial en un punto debido a una distribucién
de masas puntuales

De acuerdo con el principio de superposicion, si en una determinada
region del espacio se aprecia el efecto de varios puntos materiales de masas
M, M», M, etc., el potencial gravitatorio en un punto P es la suma de los
potenciales que crearian cada uno de esos cuerpos si solo estuviese él en
esa region del espacio (> Figura 1.14).

Como el potencial es un escalar, el potencial total resulta de la suma escalar
de los potenciales creados por cada punto material.

Vi=Vi+ Vo4 V3o

_GM1 o GM2 o GM3
Iry Iy I3

- V=

En general, el potencial creado por un sistema de masas puntuales es:
G ° Mi

vi=Svi=p-&

r;

Conocido el potencial que crea un conjunto de masas puntuales en un pun-
to, podremos conocer la energia de un cuerpo de masa m colocado en ese
punto mediante la expresion:

EPenP = m'VTenP



Diferencia de potencial

Campo gravitatorio

Si consideramos dos puntos de un campo gravitatorio, 1y f,
denominamos diferencia de potencial entre ambos a la relacién

Vf_ \/1

AV = Vf—Vi—> AV = —
re

G.M?«_G.M>

La diferencia de potencial gravitatorio entre dos puntos es igual y de signo
contrario al trabajo que realizan las fuerzas del campo para trasladar la uni-

dad de masa entre esos puntos:
Wit "Fo . "d
_f—f_ﬁ.dr—G.M.J__Z—G.M.
m . m ooor

G-M G-M

Iy T

Wie
m

=—AV

Sir; > r;, AV <0. El potencial disminuye al acercarse al cuerpo que crea

el campo.

Sir; <r, AV > 0. El potencial aumenta al alejarse del cuerpo que crea el

campo.

Dos masas puntuales de 300 kg cada una

se encuentran situadas en los vértices opuestos

de un cuadrado de 10 m de lado:

a) Dibujay calcula el campo gravitatorio producido
por estas dos masas en otro de los vértices
del cuadrado.

b) Halla el potencial gravitatorio debido a las dos
masas en el punto central del cuadrado.

Dato: G = 6,67 - 10" " N - m%kg?.

Representa el problema graficamente:

M —
. ,
@ «—F -P
.l
AY 4
. ,
.
A e
. y
AY 4
N e
S ; .
N e g
.
Ny \ 4
C
10m LN
4 Y
7/ N\
. .
7/ N
4 N
. .
e N
. .
. ? 72
. 10m N

a) Calcula el campo en el punto P. De acuerdo
con el principio de superposicion:
gTota\ = g’w + gz
El dibujo te ayuda a expresar vectorialmente g,y g..

- G-M, M,
gﬂ*_ r“2 ~Ur1 ng_ rg 'ur2
.m2
6,67-10’”%.300@ i .
o = ]:72100,1071(”_
& »Iozmz kg
. 2
6,67-10’”%.300 @ N
5 o= =9 1 o7 N
&2 107 m2 ! ,00-107 ] @
g i - N
S =—2,00-107°i —2,00-107"]j &

b) Para calcular el potencial en el punto C utiliza
el principio de superposicion:

VT:V1+V2

Las dos masas se encuentran a una distancia de C
igual a la mitad de la diagonal del cuadrado:

D Y (10% + 10%)

r=2 = = 7.07m
2 2
L2
. 6,6740*”%300@ J
yo— G M — 283-1077 —
! r 7,07m K

VT: V1+V2:2'\/1:2‘(_2,83"]079)

J
Vi =—5,66-10"7—
T kg

Interpretacion: el potencial gravitatorio en un punto
siempre es un nimero negativo.
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En resumen

Existen dos magnitudes para describir el campo gravitatorio y otras dos
magnitudes para describir la interaccion del campo gravitatorio con una

particula.
Intensidad de campo . Fe G-M - L - - G-M-m -
(funcion vectorial de punto) E= oy~ T Fuerza gravitatoria c=m-§= 2 '
Potencial B GM . : _ _ _G-M-m
(funcién escalar de punto) V=m= r Energia potencial E=m-V= r
O v

En cada caso podremos hacer una descripcién dindmica, por medio de las
magnitudes g y F, o una descripcion energética, por medio de las magni-
tudes V'y Ep. Los detalles del problema que se nos presente nos llevaran
a realizar el estudio mediante las magnitudes vectoriales o las escalares.

Ademaés, partiendo de las magnitudes que describen la interaccién gravitato-
ria se puede establecer una relacion entre las dos magnitudes que describen
el campo:

f f E Ei
Wiﬁf:J‘F'df:_(EPf_EPi)_)J.idf:_< oL p>—>
i i m m m

f

Podemos llegar a esta misma conclusion desarrollando la primera parte de
laigualdad, teniendo en cuenta las definiciones y las herramientas matema-
ticas que empleamos en los apartados anteriores.

J-g.df:_fG.MZ.ar.df:_G.Mfiz.dr:[_G.M.<_l>} =
r r r

T

:G-M~(1—i)=—(vf—va efé-dfz—(vf—vi)
Iy I

Campo creado por varias masas puntuales

Cuando en una regién del espacio se superpone el campo creado por un
conjunto de masas puntuales, M, M,, M3, lo mas adecuado es calcular el
campo total y el potencial total en un punto, y utilizar este valor para calcu-
lar la fuerza gravitatoria o la energia potencial que actian sobre una par-
ticula m colocada en ese punto.

— G N M1 — G : Mz — G N M3 — A a — -
ot = —— 5 "Un— > U — 5 U Fuerza gravitatoria Fs=m- grom
M -M -M . .
Ve =— GM GM GM Energia potencial Eo=m-V;
I I I3
Trabajo en un B -
desplazamiento Wit = —(Epr — Ep) = —m - (Viy — Vi)
|\ J
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En los tres vértices de un tridngulo equilatero de 10 m
de lado tenemos colocados cuerpos puntuales
de masas 2, 3y 0,5 kg. Calcula:

a) El valor del campo gravitatorio en el centro
del triangulo.

b) La fuerza que se ejercera sobre un cuerpo de 5 kg
de masa que se situe en el centro del tridngulo.

c) Eltrabajo que realiza el campo para llevar ese
cuerpo desde el centro del tridangulo hasta el punto
medio del lado en que estan las masas de 2y 3 kg.
Interpretar el signo del resultado.

d) Suponiendo que la masa de 5 kg se deja en reposo
en el centro del tridngulo, jcon qué velocidad
llegara al punto medio del lado opuesto?

Dato: G = 6,67 - 10~ " N - m¥kg>.

Establece un sistema de coordenadas para determinar
la posicién de cada uno de los cuerpos y el punto
en donde se crea el campo.

El centro del tridngulo (D) es el baricentro; dista de cada
vértice 2/3 de la altura.

Representa el problema graficamente:

. 5,5¢3)

Q
O

[0
=
o
[®)

L Bp N

~

. | DEETEVR /3
EA 5
/ g |\
AT
6,0 (16,0)
f Urag UrBD‘\b_
_(
0 ke 4 B 3lkg
< NS &
a) Calcula el campo en el centro del triangulo:
E’Tota\ = §A + E’B + E’c -
— G-My — G-Mg _ G-My —
= 8o = 5 U™ 5 Uep 5 U
I'ap o I'to

En el Saber hacer de la pagina 38 veras otra forma
de resolver problemas en los que intervienen
vectores aprovechando la simetria del caso.

T €5 Un vector con origen en el punto (0, 0)

5@)

y extremo en (5, )

Two =51+ 5v3/3] —
Gw _ 50 +5v3/3]
[Tl 4524 (5v/3/3)2
_ 50 +5v3/3]  v3- 1+

=i+ —-j-
104/3/3 2 2]

= Urap =

Campo gravitatorio

Nota

Observa gue el resultado del problema cambia
Si colocas las masas en otra posicion.

— GMA -
28 =5 U=
Ao
N-m?
6,67 10" -2k
_ kg? g.(£7+lj>

(10v3/3)'m? 2 2
= —3,47-1072] — 2,00 - 10*127l
kg

Tep €S Un vector con origen en el punto (10, 0)
y extremo en (5, 54/3/3).

roo=—51 +5v3/3] -
~ Feo  —5i+5v3/3]
= Upgp = = =

[Tool 52 (5v3/3)

_ 51 +5v3/3] V3~
2

104/3/3
G-M

5 B
2> 8 =", Us =

N-m?
.10-M .
(10v3/3) m? 2 2
N

=520-10""2] —3,00-10 "]
kg

T+ €5 UN Vector con origen en el punto (5, 5v3)

5v3
yextremo en|5, T .

Fo=01—10V3/3] -
reo —10v3/3] .
— = = -
| Feol (10v3/3)
G- M.
Io
.m2
6,67-10’”%-0,5 kg
E— .(7T) —
(10v3/3) m?
-~ N
=1,00-10 2] —
, I e

— Urco =

—>§C=* 'DrCD:

Por tanto:
S = (—3,47-10727 —2,00-10 "2 ) +
+(5,20-10""27 —3,00-10° "2 ]) +
+1,00-10" 2] -
g —1273 .~ N
= Ba = 1731071 — 4,00-10] | o
b) Calcula la fuerza: Fis = m- ro.
F=5 kg-(1,73-10 " 7 —4,00 - 'IO*WZT) N/kg
:EG =0,8710" i— 2,00 - 10711i N

—
continua
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) Utiliza las unidades del sistema internacional
para todas las magnitudes.
Woe = —AEp = —(Epe — Epp) = —M -~ (Vog — Vo)
Calcula el potencial total que las tres masas crean

en cada uno de estos puntos:
G'MA o GMB o GMC

Vip = Vap + Vo + Vo = —

I'no I'sp I
Lo 6671072 667-107-3  667-10 05
" 10v3/3 104/3/3 10v/3/3

J
Vip = —6,354-10 "—
TD kg

G-M G-M G-M
Vie = Ve + Ve + Ve = — - = :

I'ae Ise Ice

6,67-107"-2  6,67-107""-3  6,67-107"-0,5

Vie =—

5 5 5v3
J

Ve = —7,055-107"—

TE i kg

ACTIVIDADES

6. Justifica si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa:
«El potencial gravitatorio es nulo en el punto medio
del segmento que une dos masas iguales».

7. Si nos desplazamos desde un punto situado a gran
altura en direccién hacia la superficie de la Tierra,
¢la energia potencial gravitatoria aumentara
o disminuird? Razonalo.

8. Al pie de una montafa un alpinista puede tomar dos
rutas diferentes para escalar la misma montana.
Una de las pendientes es suave y la otra, en cambio,
es mucho mas pronunciada. ;Crees que el valor
del trabajo realizado por la fuerza gravitatoria sobre
el cuerpo del montafero depende del camino elegido?
Razona la respuesta.

9. En los puntos A (—30, 0) Y
y B (+20, 0) se encuentran |

11. Hay dos masas de

fijas dos masas puntuales @ @

de 10°kg cada una. X

En el punto (0, —15) se \ T
encuentra una pequefia

esfera de 400 g de masa,

gue puede moverse libremente.
Teniendo en cuenta que las
distancias estan expresadas

en metros, halla:

a) La fuerza ejercida (mddulo, direccion y sentido)
sobre la esfera en su posicion inicial.

b) La aceleracion que experimentard la esfera justo
cuando se encuentre en el punto (0, 0) entre
los cuerpos Ay B.

¢) Enuncia el principio de superposicion de campos.
Dato: G = 6,67 - 107" N - m%*/kg2.

Solucion: a)1,29-1071 + 3,62-1077] N; 3,84 - 107°N
0) 9,29 - 1077 i m/s?

3@

Wo-e = —m - (Vg — Vip)

Wpog = —5-(—7,055-10"" — (—6,354-10° ")) =
=+3,51-10"")

Interpretacion: W, .. > 0, lo que quiere decir

que las fuerzas de campo desplazaran la masa de 5 kg
desde el centro del triangulo al medio del vértice
opuesto.

d) Supo6n que las Unicas fuerzas que actlian sobre
el sistema son las fuerzas gravitatorias:

Eco + Epp = Ece + Epe
= Eco +m-Vip = Ece +m - Vi
1
0+5-(—6,354-10 m):E~5-V§+5-(—7,O55"|O m

- Ve =3,8-10"°m/s

10. Explica qué relacion existe entre la «fuerza

conservativa» y la «energia potencial».

m, = 3-10°kg
3-10°kgy 6 - 10° kg,

respectivamente, en

los extremos de la 100 m
hipotenusa de un

triangulo rectangulo

isdsceles.

a) Haz un esquema
del campo gravitatorio
de cada masay del
campo total en el vértice libre.
b) Si la hipotenusa del triangulo mide 100 m, calcula
el modulo del campo gravitatorio en dicho vértice.
¢) En qué punto del triangulo el campo gravitatorio
sera nulo.
Dato: G = 6,67 - 107" N - m?/kg?.
Solucion: b) 8,95 - 10~° m/s? c) 41,@ m de la masa menor

m, = 6-10°kg

12. Tenemos dos masas de 4000y 10000 kg,

respectivamente. La masa 1 se encuentra en el origen
de coordenadas, punto (0, 0). A 200 m y a su derecha
se encuentra la masa 2, en el punto (200, 0).
a) Dibujay calcula el valor del campo gravitatorio

en el punto medio C entre ambos.

b) Halla el potencial gravitatorio en el punto C.

¢) Halla el trabajo necesario para llevar una masa
de 1 kg desde el punto C hasta una distancia de
40 m a la izquierda de la primera masa, punto
(—40, 0).

Dato: G = 6,67 - 107" N - m%kg?.

Solucion: a) 4 - 10~" i N/kg; b) —9,34 - 107° J/kg;

c)—1,11-10""



Campo gravitatorio
Representacion del campo gravitatorio

El campo gravitatorio se puede representar graficamente de dos formas,
que se relacionan con las dos magnitudes que lo describen:

Las lineas de campo.

Las superficies equipotenciales.
Lineas de campo

Las lineas de campo son lineas tangentes al vector intensidad
de campo en cada punto.

Se dibujan de tal manera que el nimero de lineas de campo que atraviesan
una unidad de superficie perpendicular a las lineas es proporcional a la in-
tensidad del campo en el punto.

Si tenemos un campo creado por una Unica masa puntual, las lineas de
campo tienen direccion radial y sentido hacia el cuerpo que crea el campo
(» Figura 1.15).

Si tenemos un campo creado por dos masas, en la zona intermedia las li-
neas de campo se deforman, indicando que hay un punto entre ambas
masas donde el campo es nulo.

Si las masas son iguales, el punto donde se anula el campo estd en medio
de las dos masas (» Figura 1.16).

Siuna de las masas es mayor que la otra, el punto donde se anula el cam-
Po estd méas proximo al cuerpo de menor masa (> Figura 1.17).

Figura 1.15. Lineas del campo Figura 1.16. Lineas de campo creado Figura 1.17. Lineas de campo creado

creado por una masa puntual. por dos masas iguales. por dos masas diferentes.

Propiedades de las lineas de campo

Las lineas de campo no se pueden cruzar.

&>
Si se cruzasen dos lineas de campo, en el punto de corte habria dos valores &
para la intensidad del campo gravitatorio, lo cual es imposible, ya que, por el P
principio de superposicion, la intensidad del campo tiene un valor Gnico en
cada punto.

Figura 1.18. Las lineas de campo
Observa lo que ocurre en el punto P de la figura 1.18. no se pueden cruzar.
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Superficies equipotenciales

Las superficies equipotenciales son regiones del espacio en las que
el potencial gravitatorio tiene el mismo valor.

En consecuencia, el trabajo necesario para desplazar una masa de un
punto a otro de una misma superficie equipotencial es nulo:

Wi =—Eps—Ep) =—m- Vi —m-V) =0
» Si el campo esta creado por una Unica masa puntual, las superficies equi-
potenciales son esferas, con centro en la masa puntual (» Figura 1.19).

o Si esta creado por dos masas, las superficies equipotenciales se deforman
en la zona donde se aprecia el efecto de ambas masas; la deformaciéon es
simétrica si ambas masas son iguales (> Figura 1.20).

» En el caso de dos masas, la deformacién es asimétrica si una es mayor que
la otra (» Figura 1.21).

Figura 1.19. Superficies Figura 1.20. Superficies equipotenciales Figura 1.21. Superficies equipotenciales
equipotenciales del campo del campo creado por dos masas iguales. del campo creado por una masa que
creado por una sola masa. es el doble que la otra.

Propiedades de las superficies equipotenciales
Las superficies equipotenciales no se pueden cortar.
Si lo hiciesen, el punto de corte tendria dos valores de potencial, 1o cual es

imposible porque el potencial tiene un valor Gnico en cada punto.

Las superficies equipotenciales son perpendiculares a las lineas de campo.

Observa en las figuras 1.22, 1.23 y 1.24 el resultado de representar, en cada
caso, las lineas de campo y las superficies equipotenciales:

Figura 1.22. Lineas de campo Figura 1.23. Lineas de campo y superficies Figura 1.24. Lineas de campo y superficies
y superficies equipotenciales del equipotenciales del campo creado equipotenciales del campo creado por dos
campo creado por una solamasa. | por dos masas iguales. masas, donde una masa es el doble que la otra.
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Campo gravitatorio de los cuerpos
celestes

En el universo existen cuerpos y sistemas con una gran masa, como ga-
laxias, estrellas, planetas o satélites, y cada uno de ellos crea un campo gra-
vitatorio. El movimiento de los satélites en torno a los planetas y de estos
alrededor de una estrella, o la rotacién galactica son consecuencia de la
fuerza de atraccidén gravitatoria que unos ejercen sobre otros.

Analizaremos el universo desde el punto de vista de la interaccién gravita-
toria para tratar de comprender su evoluciéon. Relacionaremos la érbita que
describen con su energia. En ocasiones, el andlisis nos llevara a suponer la
existencia de materia no visible, la denominada materia oscura, impres-
cindible para explicar el movimiento de las galaxias.

El campo gravitatorio de la Tierra y los planetas

La Tierra, y cualquiera de los planetas, son cuerpos que ejercen atraccion
gravitatoria sobre cualquier otro cuerpo que esté en sus proximidades. Esta
fuerza, que habitualmente denominamos peso, es la responsable de que los
cuerpos caigan libremente.

Consideremos un cuerpo de masa m que se encuentra a una distancia r de
un planeta de masa Mp. Comparamos la expresiéon de la fuerza gravitatoria

y la fuerza peso:
_ G ° Mp - m

r’ ’

Fs P=m-g

Deducimos que el valor de g, la aceleracion de la gravedad, depende de la
masa del planeta y la distancia a la que se encuentre el cuerpo; g es menor
cuanto mayor sea la distancia al centro del cuerpo.

G- Msp- G- M,
FG:Pﬁifyﬁ:pﬁ-g—)g: ZP
re r
Con frecuencia se denomina gy al valor de g en la superficie del planeta. En

ese caso, r coincide con el radio del planeta (» Tabla 1.1).

Campo gravitatorio

Masa Radio
(kg) (m)

@ Tierra | 5,98 - 10* | 6,37 - 10°

(" Llna | 72-10% | 1,74-10°

@ Marte | 6,5-10% | 3,38-10°

Tabla 1.1. Algunos valores del campo
gravitatorio en la superficie de planetas
0 satélites.

Astro

ACTIVIDADES

g
(m/s?)
9,81

1,59

3,80

13. Si una persona de 75 kg de masa

se encuentra en un planeta

cuya masa y radio son la cuarta

parte de los de la Tierra, ¢ cual

seria su peso en dicho planeta?

Dato: gotiera = 9.8 m/s%.
Solucion: 2940 N

Contesta. b) Elvalor de g en la superficie de Jupiter es:
G-M
a) Calcula el peso de un objeto que se eleva desde = 72 J (1]
el nivel del mar hasta una altura igual Relaciona la densidad JI ol _
a dos veces el radio terrestre. elaciona la densidad con aEasaye volumen:
J
b) Jupiter tiene una densidad media d= 4
de 1,34 - 108 kg - m~2, Calcula el valor de 3T R}
la aceleracion de la gravedad en su superficie. Despeja M, y sustitdyela en la expresion [11:
Datos: G=6,67-10""N-m?-kg % R, =718+ 10" m. 4
G-d- 3T R3 4
a) Elvalor de g a esa altura es: g:T:G'E"T'd'RJ_)
J

G’MT G'MT go
E == > P=m- =
G-R)  9-R 9 g

§= m-g

1
9
El peso, como el valor de g, se reduce a la novena
parte.

- g= 6,67-10*“752-1,34-103

Escribe todas las magnitudes en unidades del SI:

N-m? kg
w3

g = 26,88 N/kg

7,18-10"m
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Figura 1.25. La fuerza gravitatoria

con la que la Tierra es atraida por el Sol

es la fuerza centripeda responsable

de su movimiento circular alrededor del Sol.
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El campo gravitatorio del Sol y el sistema solar

Podemos considerar el Sol como una gran masa de forma esférica a cuyo
alrededor giran los planetas con 6rbitas elipticas. En la mayoria de los
casos, la excentricidad de la elipse es pequena, por lo que podemos suponer
a oOrbitas esféricas.

Ademas, los planetas se encuentran a grandes distancias del Sol, de forma
que todos ellos se pueden considerar como masas puntuales.

Podemos utilizar las expresiones deducidas para una masa puntual para
calcular el campo gravitatorio creado por el Sol a una distancia ry la fuerza
de atraccién gravitatoria que ejerce sobre un planeta colocado en ese punto:

- . G- MSOI — = G- MSol * Mplaneta

g = 2 U FG:mplaneta'gz_ B 'ﬁr [1]

r r
El movimiento de los planetas

Tal y como enuncié Newton, la fuerza gravitatoria que ejerce el Sol sobre
los planetas es la fuerza centripeta responsable de su movimiento circular
(» Figura 1.25).

_ B v
FC = Mlpjaneta * dc = ~ Mplaneta * 7 s Ur [2]

Relacionando las expresiones [1] y [2]:

G . MSOl * 1M H1anet: V2 G . M
planeta _ Sol
> = Mplaneta * -V = [3]
r r r

Conclusion: los planetas giran a una velocidad menor cuanto mayor es su
distancia al Sol. La velocidad a la que gira un planeta no depende de
su masa; solo depende de la masa del Sol y de la distancia del planeta al Sol.

Si relacionamos la velocidad lineal del planeta con su periodo de revolu-

., 2 o
cion:v=w-r = T - ry lo sustituimos en [3], obtenemos:

om _ [G My
T r

Elevando al cuadrado y reordenando, obtenemos:
A )
1“3 G ° MSOI
TZ
Conclusion: para cualquier planeta que gire alrededor del Sol, — = cte.
r

Esta conclusion es la tercera ley de Kepler.

Otros sistemas planetarios

En el universo nos podemos encontrar con otros sistemas similares al des-
crito, en el que un cuerpo central de gran masa ejerce atraccion gravitatoria
sobre otros cuerpos de menos masa que giran a su alrededor.

Dentro del sistema solar hay planetas como la Tierra, Marte, Jupiter
o Saturno que tienen varios satélites girando a su alrededor. Fuera de él
hay estrellas con sus propios sistemas planetarios. En todos los casos se
cumple:

G- Mcuerpo central
r

FG = FC; chcrpoqucqira -

TZ
<—3 = cte. El valor de la constante depende de M yerpo central-
r cuerpo que gira



Campo gravitatorio

La energia del cuerpo que gira

Los planetas que giran alrededor del Sol y los satélites que giran alrededor
de los planetas tienen una energia cinética debida a su movimiento y una
energia potencial debida a la posicidén que ocupan con respecto al cuerpo

que crea el campo.
Sea M la masa del cuerpo central y m la masa del cuerpo que gira:
1 G-M-
EM:EC—i—EP:E.m.VZ_fm

Para el cuerpo que orbita, F; = F, de donde se deduce:

M-m v M- m )
. :m__)G = m-vV

G 2
r r r

Esto nos permite obtener una forma mas simplificada para su energia me-
canica, Ey:
1 G-M-m G-M-m 1 G-M-m

Ev=— — > Ey=——
v 2 r r M 2 r

Conclusién: los cuerpos que orbitan en torno a otro cuerpo de masa mayor
que les atrae tienen una energia mecanica negativa cuyo valor es inversa-
mente proporcional a la distancia entre ellos.

La energia mecénica del cuerpo que gira se hace cero cuando se encuentra
a una distancia infinita con respecto al cuerpo que crea el campo, es decir,
cuando sale de su campo gravitatorio.

Velocidad de escape

Denominamos velocidad de escape a la velocidad que debe tener
un cuerpo para liberarse de la atraccion gravitatoria de otro cuerpo.

Segun lo que se acaba de deducir, esa velocidad debe hacer que el cuerpo
alcance una Ey; = 0.
, G-M-m
B B
r

1
EM:EC+EP:E'm >0

Reordenando la expresion, la velocidad de escape debe ser:

G-M
r

Vescape = 2

Observa que la velocidad de escape no depende de la masa del cuerpo que
gira, sino que depende de:

La masa del cuerpo que crea el campo gravitatorio: M.

La distancia a la que se encuentra del centro de ese cuerpo: r.
Con frecuencia se habla de la velocidad de escape de un planeta para refe-
rirse a la velocidad a la que se debe lanzar un cuerpo desde su superficie

para que salga del campo gravitatorio que crea el planeta. En ese caso, M es
la masa del planeta, y r, su radio.

Velocidad de escape para diversos cuerpos celestes

Sol Mercurio Venus Tierra Marte Jupiter Saturno Urano
Radio (km) 695000 2440 6052 6370 3397 71492 60268 25560
Masa (kg) 1,99 - 10% 3,30 - 108 4,87 - 10% 5,98 - 10 6,42 - 102 1,90 - 107 5,69 - 10% 8,69 - 10®
Vescape (KM/S) 618,02 4,25 10,36 11,21 5,02 59,56 35,49 21,29

Neptuno
24746
1,02 - 10%
23,50
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CoRoT-7b, uno de los planetas extrasolares mas
pequenos conocidos, gira alrededor de la estrella
CoRoT-7 en una orbita practicamente circular

de 2,58 - 10° m de radio y un periodo de 20,5 h.

La masa del planeta es 2,90 - 10%® kg y tiene un radio

de 1,07 - 10’ m. Calcula:

a) La masa de la estrella CoRoT-7.

b) La aceleracién de la gravedad en la superficie
del planeta CoRoT-7b.

c¢) La velocidad de escape de este planeta.

Dato: G=16,67-10""N-m?- kg2

Para resolver el problema utiliza todas las magnitudes
en unidades del Sl.

a) Para el planeta que gira
alrededor de su estrella:
Mg - mp

FC:FGA)G' r2

Estrella

ACTIVIDADES

14. Laluz del Sol tarda 8 min'y 20 s en llegar a la Tierra,
y 43 miny 20 s en llegar a Jupiter. Suponiendo que
las orbitas son circulares, calcula:

a) El periodo de Jupiter orbitando alrededor del Sol.

b) La velocidad orbital de Jupiter.

¢) La masa del Sol.

Datos: Trierra alrededor del Sol = 3,15 - 107 s;
c=3-10m/s;G = 6,67 - 10" N - m? - kg2
Solucion: a) 3,735 - 108 s; b) 1,312 - 10* m/s;

c) 2,013 - 10¥kg

15.
«infinita» de un planeta de radio R,. Calcula:

a) La masa del planeta si la intensidad de la gravedad

en la superficie vale g.
b) La velocidad al llegar a la superficie del planeta.
¢) La velocidad del objeto al pasar por un punto A
en el que la gravedad vale go/2.

/
Re /

/

> e

Datos: G = 6,67 - 10°"" N - m?/kg? ; g, = 9,8 m/s?;
Re = 6,37 - 10° m.

Solucion: a) 5,96 - 10* kg; b) 1,117 - 10* m/s;

€) 9,396 - 10° m/s

Se deja caer libremente un objeto desde una distancia

Relaciona v con T:
2w
-
Sustituye en [1] y despeja la masa de la estrella:
@m?-ré
G-T?
. (2m)?- (2,58 - 10%)3
©6,67-107"-(20,5 - 3600)?

V=w-r

Mg

— 1,87 -10¥kg

E

b) Calcula g en la superficie del planeta:

_ G'mp
RE
L1011, L1025
_ 667:10 1290107 oo m
(1,07 - 107)? s?

¢) Lavelocidad de escape en la superficie del planeta es
aquella que hace que un cuerpo en ese punto tenga

% una Ey = 0.
r 1 G-mMp-m
EM:EC+EF}:*-m-V27+20

(1]
v > 2-G'mP
escape — RP

2-6,67-10""-2,90-10%
Vescape 2\/ : 107107' == 1,90'104m/s

16. Un planeta de 10% kg de masa gira alrededor
de una estrella siguiendo una 6rbita circular de radio
r = 108 kmy periodo T = 2 afios terrestres.
Calcula:

a) La masa M de la estrella.

b) La energia mecanica del planeta.

¢) El mddulo del momento angular del planeta
respecto al centro de la estrella.

d) La velocidad angular de otro planeta mas alejado de
la estrella que describe una 6rbita circular de radio
igual al doble del primero, 2r.

Datos: G = 6,67 - 10" N - m%/kg?. Considera 1 afo

terrestre = 365 dias.

Solucion: a) 1,488 - 10 kg; b) —4,962 - 10*2 J;

c) 9,96 - 10¥ kg - m?/s? d) 3,52 - 10~8 rad/s

17. La masa de Marte, su radio y el radio de su 6rbita
alrededor del Sol, referidos a las magnitudes de la Tierra,
son, respectivamente: Myare = 0,107 - Mrigrra,

Rwarte = 0,532 - Rrierrar Y Fviare = 1,524 - Irigrra.
Determina, en relacién con la Tierra:

a) El periodo de rotacién alrededor del Sol.

b) El valor de la gravedad y la velocidad de escape
en la superficie de Marte en relacion
con las de la Tierra.

Solucion: @) Tyare = 1,88 * Triena; D) 8 = 0,378 - gt
Vescapem = 0,448 - Vescape T



Campo gravitatorio

m Energia y tipo de drbita

La energia de un cuerpo celeste determina el tipo de movimiento y, en su
caso, la forma de la drbita que describe.

Supongamos un cuerpo de masa m que se encuentra en el campo creado
por otro de masa M, a una distancia r del mismo. Para el cuerpo se cumple:

EMzEc—i—EP:%-m-VZ—G.Mf.m

Se pueden dar los siguientes casos:

Energia} Radio de Es propia de los satélites que giran en tornq
la orbita Distancia al planeta aun pla_meta. Se encuentran siempre a !a misma
0 distancia, por eso su E¢ Yy su Ep tienen siempre
un valor constante.

Energia total

-m 1 G-M-m

Qo Er=—G — = =2m
Orbita circular f r Ev=EctEe 5 .

P
Energia Alo largo de la 6rbita, la energia cinética y potencial
Perinelio Afelio Distancia al Sol cambian, pero la energia total se mantiene constante.
’ 0 ; X En el perihelio, la velocidad es mayor.
Energia total M-m Por eso la Ec es mayor y la Ep €S menor.
r Tienen este tipo de drbitas los planetas que giran

Orbita eliptica en torno al Sol y algunos satélites de comunicacion.

sol

Energia El cuerpo tiene velocidad suficiente para escapar

Eneregia Distancia al Sol | €l campo gravitatorio.
totalg ° En todo momento Ec = —E.

Orbita m Cuando salen del campo gravitatorio £, = 0,
lo que indica que Ec = 0y su velocidad v = 0.

parabdlica
Ey=0 Describen este tipo de 6Orbitas algunos cometas
que llegan al sistema solar con una velocidad que
les permite escapar de su campo gravitatorio.
Energia4__Energia total El cuerpo escapara del campo gravitatorio y, cuando
) ) salga de él, su velocidad serda mayor que cero.
Distancia al Sol
0 En todo momento su Ec > —E.
Orbita Describen este tipo de 6Orbitas algunos asteroides que
hiperbélica llegan de forma momentanea al sistema solar, pero
salen rapidamente.
Ew>0
\
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Velocidad
(km/s) Observado
'] -

Esperado a partir de

la materia luminosa

10 Distancia

(kpc)

1Kkpc = 1000 parsecs = 3262 afios luz.

Figura 1.26. Curva de rotacion observada
para la galaxia M 33. La diferencia entre
las velocidades observadas y esperadas a
partir de la materia luminosa se atribuye
a la existencia de la materia oscura.

En el centro de la Via Lactea

se ha detectado un agujero negro
supermasivo cuya masa es de

4,5 millones de veces mayor que

la del Sol'y mide unos 25 millones
de kilébmetros de diametro. Se llama
Sagitario A*.

Se supuso su existencia al detectar
estrellas con un movimiento muy
rapido alrededor del centro
galactico.

La rotacion de las galaxias y la materia oscura

La mayor parte de los cuerpos celestes se agrupan en galaxias, que son
aglomeraciones de estrellas, polvo y gas. En cada galaxia, millones de estre-
llas giran describiendo érbitas alrededor de un centro definido por la pro-
pia atraccién gravitatoria.

Dependiendo de como se organicen sus componentes, las galaxias pueden
tener distintas formas: eliptica, espiral o amorfa. En las galaxias espirales
hay un disco central, denominado bulbo, del que emergen brazos que con-
tienen estrellas girando segun trayectorias circulares alrededor del disco. El
Sol es una estrella que se encuentra en el brazo de Sagitario de la Via Lac-
tea, nuestra galaxia, que es una galaxia espiral.

A su vez, y también como consecuencia de la atraccion gravitatoria, las ga-
laxias forman grupos denominados camulos, y estos se agrupan en super-
cuamulos. Nos encontramos en el Supercumulo Local, que incluye el Grupo
Local y otros como el cimulo de Virgo. El Grupo Local es un pequeno gru-
po de galaxias al que pertenecen, entre otras, la Via Lactea y Andrémeda.

Evaluando la masa de una galaxia por su luminosidad, las estrellas de sus
brazos deberian girar con una velocidad menor cuanto mayor fuese su dis-
tancia al centro del bulbo. Pero las investigaciones iniciadas por Vera Rubin
indican que estas velocidades permanecen constantes o incluso aumentan.
Para explicarlo hubo que suponer que en el espacio hay mas materia que la
que resulta visible. Es una materia no detectable, por eso se denominé mate-
ria oscura, y parece que las galaxias estan inmersas en grandes halos de ella.

Llamamos materia oscura a aquella que no emite suficiente
radiaciéon electromagnética para ser detectada con los medios
actuales, pero cuya existencia se deduce a partir de los efectos
gravitacionales que causa en la materia visible (» Figura 1.26).

Fue propuesta por el astronomo suizo Fritz Zwicky en 1933. Se cree que la
materia luminosa de las galaxias constituye solo un 10 % del total.

Materia oscura y agujeros negros

Por otra parte, en los agujeros negros la atraccién gravitatoria que ejerce la
materia oscura es tal que la velocidad de escape es superior a la velocidad
de la luz. Esto quiere decir que los fotones no escapan a la atracciéon de un
agujero negro.

Se cree que los agujeros negros son el resultado de un colapso gravitatorio,
un desmoronamiento hacia adentro de un cuerpo estelar debido a su propia
gravedad. Existen distintos tipos de agujeros negros: los hay desde superma-
sivos, con una masa equivalente a la de millones de soles, a microagujeros.

ACTIVIDADES

18. Un agujero negro es un objeto tan masivo que tiene una velocidad de
escape igual a la velocidad de la luz en el vacio. Determina el radio,
denominado radio de Schwarzschild, para un agujero negro, a partir de
la gravitacion universal de Newton.

a) Con una masa 10 veces la del Sol. b) Con una masa de 1 kg.
Datos: Viuz vacio = 3,00 - 108 m/s; G = 6,67 - 107" N - m?/kg>?;

Msq = 1,99 - 10% kg.

Solucion: a) 2,95-10*m; b) 1,48 - 107 m



Movimiento de planetas y satélites

Ademas de los cuerpos que pueblan el espacio de forma natural, las tecno-
logias més recientes han permitido al ser humano colocar en él satélites
artificiales con el fin de conocer otros dmbitos del espacio exterior, como
facilitar las comunicaciones o las predicciones meteoroldgicas. Muchos son
satélites que orbitan a distintas alturas de la superficie de la Tierra.

Satélites que orbitan a la Tierra

A continuacion vamos a estudiar el movimiento de satélites que describen
Orbitas estacionarias alrededor de la Tierra (» Figura 1.27). Para todos ellos:

La 6rbita es circular.
La fuerza gravitatoria es la fuerza centripeta que mantiene al satélite en

movimiento.
Calculo de la velocidad orbital

Para el satélite que gira a una altura h por encima de la superficie de la Tierra:

MT‘ﬁﬁ _ }2’1/5'\/2
r? r

FG:FC_> G

Asi, la velocidad de un satélite que orbita a una altura h es:

V:\/G-MT _\/G-MT
r Rr+h

v es la velocidad orbital del cuerpo que gira.

M es la masa de la Tierra (5,98 - 10* kg). Ry es el radio
de la Tierra (6370 km).

r es el radio de la orbita que describe el satélite.
r= RT + h

h es la altura a la que se encuentra sobre la superficie de la Tierra.

Calculo del periodo de revoluciéon

Para calcular el tiempo que tarda el satélite en completar su érbita haremos
uso de la relacion existente entre la velocidad orbital y su correspondiente
velocidad angular. Siguiendo con el razonamiento anterior:

. L2
FG:FC_’G‘MTZ!?{S = !2’{5 4 _’G'—MT = v [1]
r r r
_ o 2. 2 _ 2m Y’ 2
V—w-r%v—w-r—T ‘r [2]

Relacionando [1] y [2] y reordenando, podemos obtener el periodo:

Gy _ (2
r T

El periodo de un satélite que orbita a una altura h es (» Figura 1.28):

T\/4“2'r3 \/4’IT2'(RT+h)3
G'MT GMT

Campo gravitatorio

_--mm - - Satélite

Figura 1.27. El movimiento de los satélites
es similar al de los planetas que giran
alrededor del Sol, describiendo Orbitas
circulares o elipticas, si bien nos
centraremos en las Orbitas circulares.

1 Satélites
| geoestacionarios

; | | | |
O h (km)

Figura 1.28. Los satélites que orbitan
a mayor altura tienen un periodo mayor.
Vemos, ademas, que T solo depende de h.

ACTIVIDADES

19. En febrero de 2013, la Agencia
Espacial Europea colocé un nuevo
satélite, Amazonas 3, en Orbita
circular alrededor de la Tierra.
Calcula la altura h a la que se
encuentra desde la superficie
terrestre (en kildmetros) y su
periodo (en horas) si la velocidad
del satélite es de 3074 m/s.

Datos: G = 6,67 - 10" N - m%/kg?
M; = 5,98 - 10?* kg; Ry = 6370 km.
Solucion: a) 35830 km; b) 23,96 h
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__ -7 Orbitas sobre
el ecuador

Figura 1.29. Los satélites
geoestacionarios orbitan sobre el ecuador
terrestre.

Recuerda

1 dia sidéreo:
23h56min3,5s = 23,98 = 86328 s

Figura 1.31. Dependiendo de su posicion,
los satélites que orbitan la Tierra se llaman:

o LEO: Low Earth Orbit. Ejemplo: el sistema
Iridio, formado por 66 satélites
de comunicaciones.

® GEO: Geosynchronous Orbit. Ejemplo:
satélites meteorologicos Meteosat.

° MEOQ: Mid Earth Orbit. Ejemplo: los
24 satélites que ofrecen el servicio GPS.
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Satélites geoestacionarios

Se llaman satélites geoestacionarios o geosincronos aquellos
que orbitan en torno a la Tierra manteniéndose siempre encima
de un mismo punto.

Para un observador terrestre estos satélites no cambian de posicién con el
tiempo, es decir, parece que no se mueven.

Para ello es necesario que su periodo de revolucion sea el mismo que el de
la Tierra (dia sidéreo: 23 horas, 56 minutos y 3,5 segundos) y que orbiten en
el plano del ecuador terrestre (> Figura 1.29). La razén esta en que solo asi
se garantiza que el valor de la fuerza gravitatoria sea el mismo en todo su
recorrido.

Por estas razones, un satélite geoestacionario orbita a una determinada altu-
ra sobre la superficie de la Tierra, que podemos calcular:

Obtenemos el radio de la érbita a partir de la expresion del periodo:

4. r? 3/ T?- G- My
T=Al—FT—"">2>r=A—T7/""
G- MT 4’1T2
Hacemos el célculo para los datos de nuestro planeta:

* Ry = 6370 km « G=667-10""N - m¥kg?
e My =598-10*kg e« T = 23 horas, 56 minutos y 3,5 segundos = 8616 s

N-m?
3/ (8616 '5)? - 6,67 - 10*“1(—”2“ 5,98 -10% kg
r= 9 =4,22-10'm

4?
La altura a la que orbita sobre la superficie terrestre es:
h=422-10m — 6,37 - 10°m = 3,58 - 10" m = 35800 km

Se puede calcular la velocidad de los satélites geoestacionarios:

. . —11, . 24
. [G-M; _\/6,67 107759810 .
r 4,22 -107

En resumen: los satélites geoestacionarios se encuentran en un punto de-
terminado sobre la superficie de la Tierra (» Figura 1.30). Para ello:

» Tienen un periodo de rotacién igual al de la Tierra: 23 horas, 56 minutos
y 3,5 segundos (8616 s).

e Su 6rbita estd sobre el ecuador terrestre.

» Se encuentran a unos 3,58 - 10’ m (35800 km) por encima de la superficie
de la Tierra.

Meteosat

Figura 1.30. Ejemplos de satélites meteorologicos. Muchos de ellos son geoestacionarios.



Energia de los satélites

Los satélites que estudiamos estdn sometidos Unicamente a la acciéon del cam-
o gravitatorio, lo que nos permite calcular facilmente su energia mecénica:

1 G-M-
EM:ECJFEPZE'm'VZ*im
r

Para el satélite que orbita, F; = F, de donde se deduce:

M-m v M-m )
. 5 :m.__)G. = m-Vv
r r r

G

Esto permite obtener una forma mas simplificada de la energia
mecanica de un satélite:
1G-M-m G-M-m 1 G-M-m
= — — — EM e T —
2 r r 2 r

Em

En estas circunstancias los satélites cumplen el principio de conservacién
de la energia mecanica, lo que permite calcular la velocidad que hay que
proporcionarles en el punto de lanzamiento para que alcancen una orbita
determinada.

Por extension, también podremos calcular la energia que hay que comuni-
carles para que pasen de una 6rbita a otra, o la que les permitira salir del
campo gravitatorio en que se encuentran.

Velocidad de lanzamiento para poner un satélite en 6rbita

Supongamos que se lanza un satélite (» Figura 1.32) desde la superficie de la
Tierra (posicion 1) (» Figura 1.33) hasta alcanzar una érbita determinada (po-
sicion 2). Aplicamos el principio de conservacion de la energia:

Em1=Ev2 2 Eci + Epy= Eco + Eps

1 , G-M-p 1 , G- M-pm
2/76V1 R: *ZFAVZ -
1., GM_1 , GM
2 V"7 TR 2V o 1

En la posiciéon 2, F; = Fe:
GM-p _p-vi  G-M
r? ’ r
Relacionando las expresiones [1] y [2] simplificadas:
1, G-M 1 ¢GM G-M ) G-M 1G6G-M
— Vi — = —. — — Vi = 2 .
R+ 2 r r r

=v3 [2]

2

La velocidad de lanzamiento necesaria para poner un satélite

en Orbita es:
1 1
=4/2-G-M -|— —
Vi \/G <RT 2~r>

Recuerda que r es el radio de la drbita del satélite:r = Ry + h, y h es la al-
tura a la que se encuentra por encima de la superficie de la Tierra.

Es decir, en funcién de la velocidad con que lo lanzamos, su érbita sera mas
alta o mas baja.

Campo gravitatorio

Recuerda

Se pueden establecer relaciones
entre la Ey, la Ec ¥ la E» de un satélite
gue orbita en torno a un planeta:

1 1
Ew=—Ep Ec=——"F
M 2 Pr C P B

Figura 1.32. Lanzamiento de un satélite.
Para ponerlo en érbita es necesario
proporcionarle energia.

Figura 1.33. En el paso de la posicion 1
ala 2 la energia se conserva.
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Se ha colocado un satélite de 10* kg de masa en 6rbita
alrededor de laTierra a una altura igual a dos veces
el radio terrestre. Calcula:

a) La energia que se le ha comunicado desde
la superficie de laTierra.

b) La fuerza centripeta necesaria para que describa
la orbita.

¢) El periodo del satélite en dicha orbita.
Datos: go = 9,8 m - s~ % Ry = 6370 km.

Para resolver el problema utiliza todas las magnitudes
en unidades del SI.

a) El satélite estard sometido en todo momento al campo
gravitatorio terrestre. Por tanto, se conservara
la energia mecanica.

En el punto de lanzamiento hay que comunicarle una
energia cinética que, sumada a su energia potencial,
coincida con la energia mecanica en la érbita:

Punto de lanzamiento: £, = fGR—T
|
A H 1 G'MT’m
EnlaoritaiEy=E.+E=—— —-——
M c P 2 2R

EC Lanzamiento + EP Lanzamiento = EM

ACTIVIDADES

20. Un satélite artificial gira en una érbita circular
a 300 km de altura sobre la superficie terrestre.

a) Halla la velocidad del satélite.

b) Halla su periodo orbital.

Datos: G = 6,67 - 107" N - m? - kg~%

M; = 5,98 - 10 kg; Ry = 6370 km.
Solucion: a) 7,733 - 10° m/s; b) 5,419 - 10% s

21. Con el fin de recoger informacién acerca del planeta
rojo se quiere enviar tres naves a Marte para hacer
de satélites «marte-estacionarios». Determina:

a) Qué tipo de orbita tendrian los satélites.

b) A qué altura sobre la superficie de Marte se
encontrarian.

Datos: G = 6,67 - 10~ N - m?/kg%;

Muyare = 6,42 - 102 Kg; Ryare = 3397 km;

TMarte = 5,93 . 107 S

Solucion: b) 1,559 - 106 km

EC Lanzamiento = EM - EP Lanzamiento
2 ' RT RT
_3:G-M-m
4 * RT
Como desconoces el valor de My, haz uso de g:
_ G-M;
8o = R?

Sustituye en [1] y calcula la E. en el lanzamiento:

EC Lanzamiento — 2

(1

= G My =g R? (2]

3-8 Ri-m _ 3:8-Rr-m
4Ry 4
Utiliza todos los valores en unidades del Sl:

3-9,8-6370-10°- 10

Ec Lanzamiento =

Ec Lanzamiento = 4 = 4,68 - 10" )
b) Para el satélite que orbita, Fc = Fg.
M:-m
FF=G- %

Haciendo uso de la expresion 2],y dadoquer = 2 - Ry

LRZ. . 104
= & Rims _ 9810 _ 54500

F
C @Ry 4

C) La Fc permite calcular la velocidad con que orbita
el satélite. A partir de ella, calcula su periodo:
ms-V> _ Ms-(w-)?

(2m)?
F = = = Me-f-
¢ r r ° g

Reordena y sustituye los valores:

T_\/’|04'2'637O'103'(21T)2

— . 4o~
20500 1,433-10*°s = 4h

22. El satélite de la NASA Terra estéa disefiado
para recoger informacion sobre la superficie
de la Tierra, los océanos y la atmdsfera. Con estos
datos conseguimos estudiar la interrelacion entre
los distintos medios y los sistemas bioldgicos
existentes.

El satélite sigue una orbita circular en el plano que
pasa por los polos a una altura de 760 km sobre

la superficie de la Tierra (circumpolar). Sabiendo
que la masa del satélite es de 4,86 - 10° kg, calcula:

a) El periodo del movimiento del satélite en su érbita
alrededor de la Tierra.

b) La energia necesaria, que hay que suministrar,
para lanzar el satélite desde la superficie de la Tierra
a su orbita.

Datos: G = 6,67 - 107" N - m? - kg~

M; = 5,98 - 10 kg; Ry = 6370 km.

Solucién: a) 5,99 - 10°s; b) 1,68 - 10" J



Calculo de la energia para pasar de una 6rbita a otra

Supongamos ahora que queremos que nuestro satélite pase de la orbita 2
a la drbita 3 (» Figura 1.34). Tendremos que comunicarle una energia que sea la
diferencia entre la que tiene el satélite en cada una de estas orbitas.

1G-M-m><l G-M-m

AE-EgEg-( >

2 I3

Es decir:

s, siendo r, < r3, €s:

AE = —-

Sirs >, AE > 0.

Velocidad de escape

Para que un satélite escape del campo gravitatorio donde se encuentra debe

tener Ey = 0.

Un satélite que orbita a una distancia h por encima de la superficie de un

planeta escapara de su campo gravitatorio si:

La velocidad de escape de un satélite que se encuentra en el campo

Ey=E.+E=0-
Mp'm >O

1 2
o m:e escaeiG' =
p M Vescon Re+ h

gravitatorio de un planeta, de masa Mp y radio Rp, €s:

h es la distancia a la que se encuentra el satélite sobre la superficie

Ve, > 4 [2:G-Mp
P Ry + h

del planeta.

ACTIVIDADES

23.

24.

Una lanzadera espacial pasa de una orbita circular
a 200 km a otra a 520 km de altura sobre la superficie
de la Tierra. Si la masa de la lanzadera es de 55000 kg:

a) Calcula el periodo y la velocidad de la lanzadera
en su orbita inicial.

b) :Qué energia necesita la lanzadera para desplazarse
a la nueva o6rbita?

Datos: M; = 5,98 - 10%* kg; Ry = 6370 km.
Solucion: a) 5298 s; 7792 m/s; b) 7,75 - 10" )

En un planeta esférico de radio 2200 km, la aceleracién
de la gravedad en la superficie es g, = 5,2 m - s72.

a) Determina la masa del planetay la velocidad
de escape desde su superficie.

b) ¢A qué altura h debe orbitar un satélite de 400 kg
de masa que describa una 6rbita circular en un dia?

Datos: G = 6,67 - 107" N - m%/kg?.
Solucion: a) 3,77 - 102 kg; 4781,2 m/s; b) 1,46 - 10’ m

25.

26.

)

La energia necesaria para pasar de una orbita de radio r, a otra de radio

Campo gravitatorio

Figura 1.34. Para pasar de 2 a 3 hemos
de comunicar energia al satélite.

(km/s

(=}
<

()

n=1r— Ry (Km)

Figura 1.35. En la gréfica observamos

que la velocidad de escape de un satélite

€s menor cuanto mayor sea la distancia
que lo separa del cuerpo que crea
el campo gravitatorio.

Un proyectil es lanzado desde el nivel del mar hasta
una altura de 1,2 - 10° m sobre la superficie de la Tierra.
Si la masa del proyectil es de 600 kg, calcula:

a) Cuanto ha aumentado la energia potencial
gravitatoria del proyectil.

b) Qué energia hay que suministrar al proyectil para
que escape a la accion del campo gravitatorio
terrestre desde esa altura.

Datos: G = 6,67 - 10°""N - m? - kg~ 2;

M; = 5,98 - 10?*kg; Ry = 6370 km.

Solucion: a) 5,976 - 10°J; b) 1,586 - 10™ )

Responde las siguientes cuestiones. Justifica
las respuestas.

a) ¢Cual es la velocidad de un satélite en érbita
circular en torno a la Tierra? Deduce su expresion.
b) ¢Como varia la velocidad de escape de un cuerpo

si cambia su altura sobre la superficie terrestre
de 2R;a 3R;?
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Figura 1.36. Los puntos sefialados como
puntos L giran en torno a M, con un
periodo igual al de la 6rbita de giro de M,.
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Viajes a través del espacio

Desde mediados del siglo xx, diversos paises y organismos internacionales
envian naves al espacio, tripuladas o no, cuya misiéon es aumentar nuestro
conocimiento del espacio exterior.

En el periplo, las naves salen del campo gravitatorio terrestre y entran en el
campo lunar o de otros planetas. Para conocer su movimiento hay que es-
tudiar el comportamiento de cuerpos sometidos a la acciéon de varios cam-
pos gravitatorios generados por cuerpos en movimiento.

El problema de los tres cuerpos. Puntos de Lagrange y caos
determinista

La ley de la gravitacién universal de Newton explica perfectamente el mo-
vimiento de dos cuerpos que se encuentran bajo la atracciéon gravitatoria
mutua, como el Sol y la Tierra, la Tierra y la Luna o la Tierra y un satélite.

El cuerpo pequeno gira en torno al grande describiendo una érbita estacio-
naria (por simplicidad, la suponemos circular) y su periodo de rotacién esté
relacionado con la distancia que separa los centros de ambos:

Satélite

-
&
h

El problema es mucho maés dificil de abordar si pensamos en el movimiento
de tres 0 més cuerpos bajo una accién gravitatoria mutua.

En 1772, los matematicos Joseph-Louis Lagrange y Leonhard Euler estudia-
ron el problema de los tres cuerpos con algunas restricciones. Supusieron
que un tercer cuerpo, de masa despreciable, se movia en el campo gravita-
torio de los otros dos, de masas M, y M,. M, era menor que M; y giraba en
torno a él describiendo una érbita circular (o aproximada). Como ejemplos
de esta situacién imaginaron una mota de polvo que se mueve bajo la ac-
cion gravitatoria de la Tierra y la Luna, o del Sol y la Tierra.

Para estos sistemas Euler y Lagrange encontraron cinco puntos en los que
la mota de polvo describia una oérbita en torno a M, del mismo periodo
que la rotacién de M, (» Figura 1.36). Se denominan puntos de Lagrange
o puntos L.

Trazando las superficies equipotenciales para el sistema encontraron que:
Los puntos L, y L; eran de equilibrio estable. Si el tercer cuerpo se sepa-
raba un poco de su posicion de equilibrio, acababa volviendo a ella.

Los puntos L, L, y L; eran de equilibrio inestable. Cualquier desplaza-
miento del equilibrio genera fuerzas que lo alejan de esta posicion.

En terminologia actual, dirfamos que es un fenémeno de caos determinis-
ta. El sistema esta perfectamente determinado, pero un pequeno cambio en
las condiciones de origen en L4, L, y L3 provoca un gran efecto que puede
ser un gran desplazamiento por una superficie equipotencial.



Localizacion de los puntos de Lagrange
L,, L, y L; estan en la linea que une las masas M, y M,.

Un cuerpo entre M; y M, estara sometido a una fuerza gravitatoria neta
menor que la ejercida por M; solo. El tercer cuerpo de masa despreciable
situado en un punto de esa linea describira una érbita de mayor periodo
que el que le corresponderia a un cuerpo sometido solo a la acciéon de M;.
Existe un punto L para el cual el periodo del tercer cuerpo coincide con el
de rotacién de M, en torno a M,.

Razonamientos similares permiten localizar L, y L. Este Gltimo estd més
cerca de la orbita de M, porque el cuerpo pequeno contribuye poco a la
fuerza neta que actia sobre el tercer cuerpo en L.

L,y Ls estan practicamente en la érbita de M,. La linea que los une con M,
forma un angulo de 60° con la linea que une M; y M,. Su calculo es menos
intuitivo.

Utilidad de los puntos de Lagrange

A partir del altimo cuarto del siglo XX, el gran desarrollo de la potencia de
célculo de los ordenadores ha propiciado la posibilidad de utilizar los pun-
tos de Lagrange para llevar a cabo misiones espaciales.

Para los sistemas Sol-Tierra o Tierra-Luna, una nave espacial haré el papel
de tercer cuerpo de masa despreciable. Si se sitia en uno de los cinco pun-
tos L, podré realizar observaciones en posicion de equilibrio.

En la tabla siguiente se recogen las naves que han ido o que estan realizan-
do misiones en los puntos L, y L, del sistema Sol-Tierra, ambos a 1,5 millo-
nes de kilémetros de la Tierra. El punto L; alin no se ha utilizado para ello.
La mayoria son misiones de la NASA o la ESA (Agencia Espacial Europea).

Punto L, del sistema Sol-Tierra

Campo gravitatorio

Figura 1.37. Localizacion de los puntos
de Lagrange.

Punto L, del sistema Sol-Tierra

Entre diciembre de 2001 y abril de 2004, la sonda Génesis Entre 2001y 2010, la sonda WMAP (Wilkinson Microwave

de la NASA recogi6 particulas de viento solar. Anisotropy Probe) de la NASA estudio la radiacion de fondo
Actualmente se encuentran alli de microondas remanente del big bang.

WIND satélite de la NASA dedicado a medir el viento solar El Observatorio Espacial Herschel observo objetos distantes

v el campo magnético. poco conocidos. En junio de 2013 la falta de helio en sus depdsitos

obligd a lanzarla fuera.

SOHO (Solar and Heliospheric Observatory), conjunto

de instrumentos destinados a observar el Sol 0 sus partes. Actualmente se encuentran alli el observatorio espacial Planck
Es una mision conjunta de la ESA y la NASA. y la sonda Gaia, cuya mision es completar un catalogo 3D de mil
millones de objetos astrondmicos.

ACE (Advanced Composition Explorer), satélite de la NASA
que analiza la composicién del viento solar.

Autopistas espaciales

Se denominan asi las vias que pueden seguir las naves espaciales para des-
plazarse de un lugar a otro del espacio utilizando la menor cantidad posible
de combustible.

Se aprovechan los puntos L de equilibrio inestable. Una pequena desvia-
cion de la posicion de equilibrio desplaza la nave a puntos alejados sin ape-
nas gasto energético. Se cree que asi han circulado por el sistema solar co-
metas y asteroides que han traido a la Tierra elementos necesarios para la
vida y que la han modificado drasticamente, como el asteroide que provoco
la desaparicion de los dinosaurios.

El fisico y matematico de la NASA Martin Lo disend, sobre esta base, la
trayectoria de vuelo de la misién Génesis, que culminé con éxito en 2004.

Las tres Ultimas son misiones de la ESA.
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@ Campo gravitatorio creado por masas puntuales con distribucion geométrica

Dos masas de 700 kg y 100 kg, respectivamente,
se encuentran fijas en los vértices superiores
de un cuadrado de 20 m de lado.

a) Hallay dibuja el campo gravitatorio en el centro

del cuadrado.

1. comprende el enunciado.

2. Representa los cuerpos en la posicion del enunciado.
a) Dibuja el vector del campo que crea cada uno

38

Datos conocidos Resultados a obtener
Valor de dos masas Campo gravitatorio
y su localizacion en el centro del cuadrado.
en un cuadrado. Trabajo para mover una
tercera masa entre dos
puntos.

Haz todos los célculos en unidades del Sl.

en el centro del cuadrado:
gTota\ = §1 + gz
Cada vector forma un angulo de 45° con la horizontal.

Puedes calcular sumodulo y obtener las componentes
haciendo uso de las relaciones senoy coseno.
El dibujo permite conocer el signo de cada

componente:
m
t juz
gl - ;EZ
L
20m E
_G-M__ d V20?2 + 207 .
g__r2 ,fw—fz—3—42 = 14,14 m
7-10""-7
1:M: 2,33-10*10N/kg
14,14

8 =—gCos45° | + g -sen4s° |

8 =—165-10""7 + 1,65-107'° ] N/kg

_ 6,67-107"-100
14,147

8, =+g,-C0s45° | + g,-sen45° |

= 3,34-10 ""N/kg

82

g =+236-10""7 +2,36-10""] N/kg

b) Halla el trabajo necesario para llevar una masa
de 200 g desde el punto anterior hasta el vértice
libre del cuadrado mas alejado del cuerpo de mayor
masa.

Dato: G=16,67 - 10" N - m? - kg~2

= Grom=(—1,65-10"°4236-10"" | +
+(1,65-10" 042,36 - 10 1) ] N/kg
Srow =—1,41-10""°1 + 1,89 -107"°j N/kg

m

iy m
@ -

N .

E

b) Calcula el trabajo para desplazar lamasade D — E.
Woe = —AEp = —(Epe — Epp) = —M - (Ve — Vip)
Calcula el potencial total en cada punto:

G-M G-M
Vip = Vip + Vop = — e
o 2o
Vo — — 6,67 -10°"- 700 B 6,67-10""-100
™ 14,14 14,14
J
Vip = —3,774-1077 —
™ , kg
G-M G-M
Vig = Vig + Voe = — e
e e
Voo — — 6,67 -107"- 700 B 6,67 -107"-100
b 214,14 2-14,14

J
Vig=—1,984- ’IO’QE

Entonces:
Wp-e = —0,2-((—1,984-10°) — (—3,774-1077) =
=-3,52-107°)

3. Evalua el resultado.

El trabajo es negativo. Para que el cuerpo se desplace desde D
hasta E hay que realizar un trabajo en contra de las fuerzas del
campo, ya que el cuerpo se aleja de las masas que crean el
€ampo.

Por la simetria, los calculos vectoriales se simplifican si

calculamos el mddulo y utilizamos las razones trigonomeétricas
para calcular las componentes de los vectores.
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E Movimiento en el campo gravitatorio

Campo gravitatorio

Un trozo de un meteorito de 400 kg de masa se mueve directo hacia laTierra,
en caida libre, bajo la accién del campo gravitatorio terrestre. A 200 km sobre = ~f’\|\/|eteorito

la superficie de laTierra su velocidad es de 2300 m/s. Calcula:
a) Las energias cinética y potencial a 200 km sobre la superficie de laTierra.
b) La altura inicial desde la que empezé a caer suponiendo que su velocidad

a esa altura fuese nula.

c¢) ¢Qué aceleracién tendria el objeto en el instante inicial?

v,a

d) La velocidad y la aceleracion con la que impactara el meteorito Ry

en la superficie de laTierra.

Datos: G=6,67-10"" N - m? - kg~ % My = 5,98 - 10* kg; Ry = 6370 km.

1. comprende el enunciado.

Datos conocidos Resultados a obtener

Masa, velocidad
y posicién de un cuerpo
en caida libre.

Energia cinética

y potencial en un punto.
Altura del punto de inicio.
Velocidad y aceleracion
en el punto de impacto.

Haz todos los célculos en unidades del SI.

2. Calcula Ec y E,.
a) Laenergia cinética es:

1 1
Ec = E~m~v2 = E~400~(23OO)2 = 1,058-10° )
La energia potencial es:
r
667 10" 5,98 -10% - 400
(200 + 6370) - 10°

Ep:

Ep:

=—2,428-10" )

3. Aplica la conservacion de la energia.

b) Sia laaltura inicial la velocidad era nula, la energia
potencial inicial era igual a la energia total a una altura
de 200 km sobre la superficie:

G-M:-m
Bui = Epi = ————— = Ec+ B =
T
Sp=_GMem o
Ec+ Ep

_ 6,67-107"-5,98-10™ - 400
1,058 - 10° — 2,428 - 10"

— h =5-10°m = 500 km

> h= — 6370-10° >

4. Deduce la aceleracion a partir de la ley
fundamental de la dindmica.

C) La aceleracion se puede calcular a partir de la fuerza
ejercida sobre el objeto y su masa.

F
Fo=m-a—>a=—
m

En ese punto la distancia del objeto al centro
de laTierraes Ry + h.

G-M
5= (Ry + h)? _ G- My
m (Rr + h)?

_ 667 10°"-5,98-10%
(6370 -10° + 5-109?

= 8,45 N/kg = 8,45 m/s?

5. Aplica la conservacion de la energia.
d) Cuando impacte con la superficie de nuevo, el cuerpo
tendra cierta energia cinética y energia potencial:
Evi = Epi = ECSup + EPSup -
G N MT -m 1 G N MT -m
- - e

:-.m.vz
Rr+ h 2 R+

1 1
=4/2-G-M.-[— —
Y \/ 6 T(RT R#h)ﬁ

> v=42-667-10""-598-10% -

1 1
. — =3019 m/s
\/( 6370 - 108 6370 - 10% + 5-105>
La aceleracion con la que impacta es el valor de g
en la superficie de la Tierra:
_ G-My 6,67-107"-5,98 - 10*

= = 9,8 m/s?
R+ 6370 -10°

8o

6. Evalua el resultado.

El trozo de meteorito cae libremente a la Tierra
y no orbita porgue su velocidad en el punto que se indica
en el apartado a) es inferior a la que se requiere para ello.

Para un cuerpo que orbita:
1 G-M-m _ 1

Ey=—— =—.F
" 2 R+h 2
1 1
E0+EPZE'EPHECZ_§'EP
2,428 - 10
Ec=—""7— 82 0 =1,214-10")
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ACTIVIDADES FINALES

Campo gravitatorio creado por masas
puntuales

27. Indica qué dimensiones tiene la intensidad del campo
°" gravitatorio en el sistema internacional.

28. Razona si es verdadera o falsa la siguiente afirmacion

y justifica la respuesta: «Si en un punto de un campo
creado por varias masas la intensidad del campo es nula,
también lo sera el potencial gravitatorio».

29. Considera dos masas puntuales tales que m, = m,.

°*"  Situamos una tercera masa puntual entre ellas: m;.
(En qué punto entre las masas seria nula la fuerza?
¢Cudl seria la energia potencial de m; en esa posicion?

30. Una particula se desplaza bajo la accion de una fuerza
conservativa. ;Aumenta o disminuye su energia
potencial? ;Y su energia cinética? Razona la respuesta.

31. Dos cuerpos de 2500 kg y 1500 kg, respectivamente,
se encuentran separados una distancia de 4 m. Calcula:

a) El médulo de la fuerza de atraccién entre ambos.

b) El valor del campo gravitatorio total en el punto medio
de la recta que los une.

Dato: G = 6,67 - 107" N - m¥/kg2.
Solucion: a) 1,56 - 107°N; b) — 1,67 - 108 U N/Kkg

32. Segun datos recogidos, la poblacién mundial es

de 7300 millones de habitantes (2015). Si suponemos que
la masa media de una persona es de 60 kg, calcula:

a) El peso de todos los habitantes del planeta.

b) La fuerza gravitatoria y la energia gravitatoria entre dos
personas separadas 10 m.

Datos: G = 6,67 - 107" N - m?/kg% M; = 5,98 - 10% kg;

Ry = 6370 km.

Solucion: a) 4,31 - 10”N; b) 2,40 - 107 N; —2,4 - 1078

33. Un cuerpo de 2 kg de masa (m,) se encuentra situado

en el origen de coordenadas. Un segundo cuerpo de 3 kg
de masa (m,) se encuentra en el punto (6, 4) m. Calcula
el modulo y el vector de la fuerza con que la masa m;,
atrae a la masa m,.

Dato: G = 6,67 - 107" N - m¥/kg>.
solucion: 7,70 - 1072 N; —6,41- 102 | — 4,27 - 102

34. Dos particulas de masas 8 kg y 1 kg se encuentran
en el vacio y separadas 40 cm. Calcula:

a) La energia potencial inicial del sistema y el trabajo
realizado por la fuerza gravitatoria al aumentar
la separacion entre las particulas hasta 80 cm.

b) El trabajo necesario para separar las particulas desde
la posicion de partida hasta el infinito y el trabajo
necesario para restablecer la distribucion inicial.

Dato: G = 6,67 - 10~ N - m¥/kg>?.

Solucién: a) —1,334-107°J; —6,67 - 1071 J;
b) —1,334-1077J;1,334- 1077

40

35.

Tres planetas de masas m,, m, y m;se encuentran
situados en los puntos (—a, 0), (0, —a) y (0, a),
respectivamente. Considerando que son masas
puntuales de valores m, = m; = 2m, = 4 - 10*' kg,
y siendo @ = 2 - 10° m, calcula:

a) El vector campo gravitatorio originado
por los tres planetas en el punto O(0, 0) m.

b) El potencial gravitatorio (energia potencial por
unidad de masa) originado por los tres planetas
en el punto P(a, 0) m.

Dato: G = 6,67 - 10~ N - m¥/kg?.
a) De acuerdo con el principio
de superposicion:
gTota\ - gw + gz + §3
Como se observa
en el dibujo, &, = — &,
por tanto, Srow = &1

_ G-my -
Srotal = 7

Sustituye los valores
utilizando las unidades del S
.10°1.2.102" - _

667-101-2:10% & _ 54007 N
410" kg
b) El potencial es una magnitud escalar.

Por el principio de superposicion:

VT = V1 + V2 + V3
\/ :7G'm1 o G'm2 o G'm3
T d'\ d2 d3
Observando el dibujo; d, = ds = Ya? + a2 = av2.
Ademés, V, = V;. La distanciade Pam,es2 - a

Srotal =

yo__ 667-1071-2-10% 6,67-107"-4-10”
' 4-10° 2:10°2
Vi = —2,22-10° J/kg
Tenemos tres masas puntuales m P, m,
en tres de los vértices de un * 9

cuadrado. Si m, y m; son el doble
y el triple de m,, respectivamente:

a) ¢Qué masa crea el campo
mas grande en el punto P,?

b) Si el lado mide 100 m
ym; = 2,5 Mt (millones
de toneladas), ¢cual es P> Q s
el valor del potencial
gravitatorio creado por las tres masas en el punto P,?

C) Calculay representa graficamente el campo
gravitatorio total en el punto P,.

Dato: G = 6,67 - 10~ N - m¥/kg>?.
Solucion: b) —1,45- 102N -m,
0)6,181-10751 + 2,847 -107% ] N/Kkg




Representacion del campo gravitatorio

36 Indica si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién
y justifica la respuesta: «El trabajo realizado al trasladar
una masa entre dos puntos de una misma superficie
equipotencial hunca es cero».

Campo gravitatorio de los cuerpos celestes

37 Indica si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién
y razona la respuesta: «La intensidad de un punto del
campo gravitatorio terrestre es tanto mayor cuanto mayor
es la altura a la que se encuentra desde la superficie
terrestre.

38. ;Qué trabajo realiza una fuerza que acttia sobre una masa
°*" puntual que describe media 6rbita circular de radio R
alrededor de otra masa? ;Y si se desplazara desde
esa distancia R hasta el infinito? Razona las respuestas.

39. Contesta.

a) ¢Qué significa la velocidad de escape de un campo
gravitatorio desde el punto de vista energético?

b) ¢Qué signo tiene la energia total de un cometa que
describe una oOrbita hiperbdlica?

40. Explica el concepto de energia potencial gravitatoria.

°*® ;Qué energia potencial gravitatoria tiene una particula
de masa m situada a una distancia r de otra particula de
masa M? ;En qué caso se puede utilizar la expresion
para la energia potencial gravitatoria E,=m - g - h?

41. Sean dos planetas tal que el radio y la masa del primer
planeta son el doble que los del segundo. Si el peso
de una persona en el segundo planeta es P,
icuanto seria en el primero?

Solucion: p/2

42. Dos planetas tienen la misma densidad y distinto radio. Si

a) La relacion que existe entre las aceleraciones
de la gravedad en la superficie de cada planeta.

b) La relacién entre las velocidades de escape en cada
planeta.

Solucion: a) g1 = 1,167 - 8o, D) Vescape 1 = 1,167 - Vescape 2

43. Supongamos que en otra galaxia lejana existe un planeta
°*® cuya masa M es cuatro veces la masa de la Tierra
(M = 4M;). Ademas, la intensidad del campo gravitatorio
en su superficie coincide con la existente en la superficie
terrestre, g = g

a) ¢Cual sera la relacion entre los radios de ambos
planetas, R/R:?

b) :Desde la superficie de qué planeta serd mayor
la velocidad de escape? Determina la relaciéon entre
ambas.

Datos: G = 6,67 - 107" N - m%/kg% M; = 5,98 - 10?* kg;

Ry = 6370 km.

Solucion: a) R/RT =2, b) Vescape P/VescapeT = \/E

el radio de uno es 7000 km y el del otro es 6000 km, calcula:

Campo gravitatorio

a) Calcula el periodo orbital de Marte sabiendo
que el semieje mas grande de su orbita es 1,524
veces el de la drbita terrestre.

b) La masa de Marte es 6,5 + 102 kg y el volumen
del planeta es 1,617 - 10" km?®. Suponiendo que
Marte es una esfera, calcula la aceleracién de la
gravedad en la superficie.

¢) Un satélite de 600 kg esta en orbita circular sobre
el ecuador marciano con un periodo orbital
de 11,8 h. ;Cual es la velocidad del satélite?

Dato: G = 6,67 - 107" N - m¥/kg>.

a) Teniendo en cuenta la 3.2 ley de Kepler:

Th TR
dow Ay
El enunciado indica: ds—y = 1,524 + ds_+.
Sustituye en [1]:
Tin _ Tt
115243 : g—T g—T

Tu=Tr-¥1524° = 1,.88-T;

) 4
b) Calcula el radio con su volumen, V = 3T R3

. Simplifica y reordena:

Despeja y sustituye los valores en unidades del Sl:

. 3 . . 1. 9
IV ERY :\/3 1617101107 _ oo o
At At

En la superficie de Marte:

G-My  667-101-6,5-10% m
— - — 3800
&= " (3.38-109? 5?

C) El satélite describe una orbita estacionaria. Para él:
G : MM ° ms V2 G ° MM

Fe=F>————=Msg+— > —— = 2|2
G C 2 ST, B (2]
Relaciona el periodo con la velocidad lineal:
27 v-T
V=w=—-">=—F— 3
© r 27 3]

Sustituye [3] en [2]:

GMu_ 3G 2m
v-T r

2
Calcula en unidades del Sl

:\3/6,67-10’”-6,5-1023-27r
11,8 - 3600

= 1,858 -10°m/s

44. El 28 de septiembre de 2015 hubo una «superluna»: la Luna

estuvo a 356876 km de la Tierra, la menor distancia en
su Orbita eliptica. El 11 de octubre se situ6 a 406450 km,
la mayor distancia. Calcula la diferencia entre el valor

de la gravedad creada por la Luna en la Tierra esos dias.
Datos: G = 6,67 - 107" N - m? - kg2

Muna = 7,2 - 102 kg.

Solucion: 8,65 - 107¢ N/kg
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ACTIVIDADES FINALES

El movimiento de satélites

45. Un satélite artificial de 200 kg orbita a una altura h sobre
°*" la superficie terrestre donde el valor de la gravedad
es la tercera parte de su valor en la superficie de la Tierra.

a) ¢Se realiza trabajo para mantener el satélite en érbita?

b) Calcula el radio, el periodo de la 6rbita y la energia
mecénica del satélite.

Datos: g, = 9,8 m-s2; Ry = 6,37 - 10° m.
Solucion: b) 1,103 - 10’ m; 1,15 - 10*s; —3,61 - 107 ) b

a) SAC-D Aquarious es un satélite de observacion
climatica y oceanogréfica. Fue lanzado en junio
de 2011 por un cohete que lo coloco en
una érbita circular sobre la superficie
de la Tierra a una altura h = 660 km. Calcula
la velocidad orbital del Aquariousy el periodo
de su orbita.

Determina el trabajo minimo que deberian
realizar los motores del satélite si fuese
necesario pasar a otra orbita mas alejada,
el doble de la primera: 2h.

Datos: G = 6,67 - 107" N - m? - kg%

M; = 5,98 - 10 kg; Ry = 6,37 - 10°m;

M aquarious = 1350 Kg.

46. El satélite Astra 2C, empleado para emitir sefales de
°°" television, es un satélite en orbita circular geoestacionaria.

a) Calcula la altura a la que orbita respecto
de la superficie de la Tierra y su velocidad.

b) Calcula la energia invertida para llevar el satélite desde
la superficie de la Tierra hasta su orbita.

Datos: G = 6,67 - 107" N - m? - kg~% Ry = 6370 km; ,
M; = 5,98 - 10* kg; masa del satélite, m = 4500 kg. Fo=F > G-Mr-ms _ v

— mS .
2
Solucion: a) 3,58 - 10’ m; 3072,6 m/s b) 2,61 - 10" ) (Rr -+ h) Re+h

a) Para el satélite que orbita:

Simplifica y calcula utilizando las unidades del SI:
. Lo . . 22
flz. Lalunalo dngplter tiene u?.a.m(zjsa1d8e‘l8,9/42 107 kg , 7\/ G-M; \/6,67-10 1.598-10%
y una gravedad en su superficie de 1,81 m/s?. R 1N 6,37 -10° + 660 - 10°

a) Calcula el radio en kildometros de o y su volumen.

b) Una sonda est4 en caida libre hacia la superficie de fo.
A 5000 km del centro de la luna la velocidad de la

= 7520,8m/s
Relaciona T con la velocidad orbital del satélite:

sonda es de 1250 m/s. ¢(Qué velocidad tendra la sonda v = 2m Ry +h > T= 2m Ry + h)
a 2000 km del centro? T v
. - - 2
Dato: G = 6,67 - 107" N - m? - kg2 T= 75228 (6,37 -10° + 660 - 10°) = 5881,5

Solucion: a) 1815 km; 2,5 - 10" md; b) 2267,2 m/s
b) Los motores deberian realizar un trabajo igual
a la diferencia de energia entre las érbitas:
G-Mc-m [ G-M:-m
(RT+2'h (Rr+h)

48. En 1969 Michael Collins tripulaba el médulo del mando

°*" Columbia, de la misién Apollo 11, mientras Neil Armstrong
y Edwin Aldrin caminaban sobre la Luna. La nave orbitaba
a 100 km de altura sobre la superficie de la Luna con un
periodo de 118 min. Calcula:

a) La masa de la Lunay la intensidad del campo
gravitatorio en la superficie lunar.

b) La velocidad de escape desde la superficie lunar. 1 1
Datos: G = 6,67 - 107" N- m?/kg?; Ruuna = 1,74 - 10° km. '1350'(6,37406 +660-10°  6,37-10° + 2.660403)
Solucion: a) 7,356 - 102 kg; 1,62 m/s? b) 2375,743 m/s W,.. = 6,55-10° )

i-f —

Wiss = Ewi — Evi = —

1 1
W"*’G'MT'm<(RT+h> - (RT+2-h>>

Wi.s = 6,67-10"""-5,98 - 10* -

49. La Estacion Espacial Internacional, de 280000 kg de masa,
°*® gira a una altura media de 360 km sobre la superficie

de la Tierra siguiendo una orbita circular. Debido 50. Prepara una presentacion acerca de los distintos tipos
al rozamiento con la alta atmosfera, su altura disminuye **" de satélites, LEO, MEO y GEO. Incluye su aplicacion

continuamente. Por este motivo, la estacion ha las caracteristicas de las naves, Orbita, periodo, etc.
descendido hasta una orbita circular de 340 km de altura.

Calcula: 51. Los puntos de Lagrange son los cinco puntos

a) Las velocidades orbitales a 340 km y 360 km de altura. °** enlos que un cuerpo de masa despreciable, en el campo
b) La energia necesaria para recuperar la orbita inicial. gravitatorio creado por otros dos cuerpos de masa M,

c) Ladiferencia en el periodo de las 6rbitas. Y M, siendo M, > M, tiene una orbita sincrona

o o » a la que describe M, al girar en torno a M.
Datos: G = 6,67 - 107" N - m*’/kg”; My = 5,98 - 10* kg; Tres de estos puntos, L,, L, y Ls, estan en la linea que une

M,y M,. Localizalos en un diagrama y razona por qué
la distancia que separa L, de M, es la menor,
y la que separa L, de M, es la mayor.

Ry = 6370 km.

Solucion: a) 7698,5 m/s; 7710,0 m/s; b) 2,47 - 10 J;
C) 24,47 s



RESUMEN

n EL CONCEPTO DE CAMPO

Llamamos campo a una region del espacio en la que se
aprecia el efecto de la perturbacién provocada por un
cuerpo que tiene una propiedad que le hace interaccionar
con otros cuerpos que también tienen esa propiedad.

El cuerpo que origina la perturbacion crea distorsiones
espacio-temporales que causan interacciones entre
cuerpos gue no estan en contacto.

CAMPO GRAVITATORIO CREADO POR MASAS PUNTUALES
Campo gravitatorio es la region del espacio en la que se
aprecia la perturbacién provocada por la masa de un cuerpo.
Intensidad del campo gravitatorio en un punto
Campo creado por una masa puntual de masa M:

-~ —G-M _

g=—07 U

Campo creado por una distribucién de masas
puntuales (principio de superposicion):

= . G-M;\ -
8rotal = Z& = Z(_ 2 ) Ui

Trabajo debido a las fuerzas gravitatorias

El campo gravitatorio es un campo conservativo porque
el trabajo realizado por las fuerzas del campo gravitatorio
depende solo del punto inicial y final del desplazamiento,
y no de la trayectoria seguida.

G-M-m G-M-m

W'ﬁf =
' r I

Energia potencial gravitatoria

La energia potencial gravitatoria E; es aquella
gue posee una masa por encontrarse bajo la influencia
gravitatoria de otra u otras masas.
_G-M-m
r

La energia potencial es una magnitud escalar, y en el SI
se mide en julios (J).

Ep:

Conservacion de la energia mecanica en un campo
gravitatorio

Teorema de conservacion de la energia mecanica:
cuando un sistema se ve sometido solo a la accion de
fuerzas conservativas, su energia mecanica se conserva.

Eci+ Epr= Eci+ Epi= En

Potencial gravitatorio en un punto

Se denomina potencial en un punto V a la energia
potencial por unidad de masa en ese punto:
E, .
y=FEr __ G-M
m r
El potencial es una magnitud escalar y, en el sistema
internacional, se mide en J/kg.

Potencial en un punto debido a una distribucién
de masas puntuales:

v=xy=x-2M

Campo gravitatorio .

Si consideramos dos puntos de un campo gravitatorio,
iy f, denominamos diferencia de potencial entre ambos
alarelacion Vi — Vi

AV =V —V > av=—2M —<—G'M>

It hi
REPRESENTACION DEL CAMPO GRAVITATORIO

Las lineas de campo son lineas tangentes al vector
intensidad de campo en cada punto.

Las lineas de campo no se pueden cruzar.

Las superficies equipotenciales son regiones del espacio
en las que el potencial gravitatorio tiene el mismo valor.

Las superficies equipotenciales no se pueden cruzar.

CAMPO GRAVITATORIO DE LOS CUERPOS CELESTES

Denominamos velocidad de escape a la velocidad que
debe tener un cuerpo para liberarse de la atraccion
gravitatoria de otro cuerpo.

Llamamos materia oscura a aquella que no emite
suficiente radiacion electromagnética para ser detectada
con los medios actuales, pero cuya existencia se deduce
a partir de los efectos gravitacionales que causa

en la materia visible.

MOVIMIENTO DE PLANETAS Y SATELITES

Satélites que orbitan a la Tierra

Para el satélite que gira a una altura h por encima
de la superficie de la Tierra:

\/G~MT \/G-MT
.V: =
r R:+h

_ \/4w2~r3 _ \/4172-(RT+h)3
m = =
G ° MT G ° MT
Se llaman satélites geoestacionarios o geosincronos

aquellos que orbitan en torno a la Tierra manteniéndose
siempre encima de un mismo punto.

Energia de los satélites
La energia mecanica de un satélite es:
1 G-M-m
Ey=— —m——
M 2 r

La velocidad de lanzamiento necesaria para poner
un satélite en oOrbita es:

1 1
! \/ (RT 2~r>

La energia necesaria para pasar de una orbita de radio r,
a otra de radio r3, siendo r, < r; €s:

AE=1~G-M-m-<i—i>

La velocidad de escape de un satélite que se encuentra
en el campo gravitatorio de un planeta, de masa M,

y radio R;, €s:
[2-G-M,
Vescape = RP + hp

h es la distancia a la que se encuentra el satélite sobre
la superficie del planeta.
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INVESTIGA

@ Simulacion del movimiento de cuerpos celestes

Esta aplicacion se encuentra en la pagina web de la
Universidad de Colorado (EE. UU.): https://phet.
colorado.edu/es.

La aplicacion Gravedad y orbitas permite analizar la
trayectoria, la velocidad y la fuerza gravitatoria que
actiia sobre un cuerpo celeste que orbita en torno a
otro. Ofrece la posibilidad de trabajar con el Sol, la
Tierra, la Luna y un satélite.

Procedimiento y actividades

1. Comienza trabajando con la opciéon Modelo y se-
lecciona los controles tal y como se ven en la ima-
gen. Ejecuta la aplicacion para el sistema Sol-Tie-
rra 'y comprueba el tiempo que tarda la Tierra en
completar una oOrbita.

2. Sin modificar la masa del Sol, modifica la masa de
la Tierra seleccionando los posibles valores
(0,5M’[‘, 1,5MT y ZMT)

Comprueba en cada uno de los casos qué ocurre
con el periodo orbital y con los vectores velocidad
orbital y fuerza gravitatoria.

3. Prueba ahora el efecto de modificar la masa del 4. Elige ahora el sistema Sol-Tierra-Luna. Selecciona
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Sol sin modificar la masa de la Tierra. Comprueba
en cada caso qué ocurre con la trayectoria de la
Tierra, con su periodo y con los vectores veloci-
dad orbital y fuerza gravitatoria.

Perfil del meteoroélogo

Estudia los fendmenos que suceden en la atmosfera

y las leyes fisicas por las que estos se rigen.

Pronostica el tiempo que va a hacer en diferentes lugares
del planeta: las temperaturas y los fendémenos atmosféricos
gue van a producirse, como precipitaciones en forma

de lluvia, nieve o granizo, borrascas, anticiclones, etc.
Lanza avisos de alerta en casos de riesgo por fendmenos
atmosféricos extremos.

los controles de forma que puedas visualizar las
trayectorias de la Tierra y de la Luna y los vecto-
res velocidad de cada una. Explica la forma de la
trayectoria de la Luna y las variaciones en su vec-
tor velocidad.

5. Trabajando con la opcién A Escala, ejecuta la apli-

cacion para el sistema Tierra-Satélite. Selecciona
los controles para observar su trayectoria y los
vectores fuerza de gravedad y velocidad. Luego,
aleja el satélite la distancia equivalente a la mitad
de una cuadricula, sin variar su velocidad.

. Coincide su trayectoria con la anterior? ;Mantie-
ne el mismo modulo de velocidad en todo el reco-
rrido? Explica por qué.

Interpreta los resultados obtenidos a partir

de las observaciones realizadas en estaciones
meteorologicas.

Se encarga de gestionar la elaboracion de los mapas

de isobaras, los mapas de prediccion del tiempo,
climogramas, etc.

Comunica por los canales oportunos los avisos de alerta
meteorologica.



