PROYECTO
SABER

HACER

&

& SANTILLANA
ZUBIA

Matematicas

SERIE RESUELVE

El libro Matematicas Il, para 2.° curso de Bachillerato,

es una obra colectiva concebida, disefiada y creada en el Departamento

de Zubia Editoriala, S. L. y Ediciones Educativas de Santillana Educacion, S. L.,
dirigido por Joseba Santxo Uriarte y Teresa Grence Ruiz.

En su elaboracion ha participado el siguiente equipo:
José Carlos Gamez Pérez

Silvia Marin Garcia

Alfredo Martin Palomo

Carlos Pérez Saavedra

Domingo Sanchez Figueroa

EDICION

Ainhoa Basterretxea Llona

José Antonio Almoddévar Herraiz
Ana de la Cruz Fayos

Silvia Marin Garcia

Virgilio Nieto Barrera

Laura Sanchez Fernandez

EDITOR EJECUTIVO
Carlos Pérez Saavedra

DIRECCION DEL PROYECTO
Joseba Santxo Uriarte
Domingo Sanchez Figueroa

Las actividades de este libro no deben ser realizadas en ninglin caso
en el propio libro. Las tablas, esquemas y otros recursos que se incluyen
son modelos para que el alumno los traslade a su cuaderno.

2
=
<
o
L
—
=
T
O
I
m




indice

€ watrices

€) Determinantes

35

© sistemas
de ecuaciones

59

@O vectores en el
espacio

85

@ Rectas y planos
en el espacio

111

@ Angulos
y distancias

137

@ Limites
y continuidad

161

RGN

RN

Matrices

Matriz traspuesta
Operaciones con matrices
Rango de una matriz
Matriz inversa

Ecuaciones matriciales

g wWN -

Determinantes
Propiedades de los determinantes
Menor complementario y adjunto

Calculo del rango de una matriz
Célculo de la inversa de una matriz

o wWN -

Sistemas de ecuaciones lineales

Teorema de Rouché-Frébenius

Regla de Cramer

Generalizacion de la regla de Cramer
Sistemas homogéneos

Sistemas de ecuaciones con parametros

XN~ WN =

Vectores en el espacio
Combinacion lineal de vectores
Coordenadas de un vector en el espacio
Operaciones en coordenadas
Aplicaciones de los vectores
Producto escalar

Aplicaciones del producto escalar
Producto vectorial

Aplicaciones del producto vectorial
Producto mixto

Aplicaciones del producto mixto

SO0 NOTOR~WN =

Ecuaciones de la recta en el espacio
Ecuaciones del plano en el espacio
Puntos alineados y coplanarios
Vector perpendicular a un plano
Posiciones relativas de recta y plano
Posiciones relativas de dos planos
Posiciones relativas de tres planos
Posiciones relativas de dos rectas
Perpendicularidad entre recta y plano
Haces de planos

© 0N WN =

Angulos en el espacio
Proyecciones ortogonales

Puntos simétricos

Distancias a puntos y a planos
Distancia de un punto a una recta
Distancias entre rectas

Lugares geométricos. La esfera

NogarwWN =

Limite de una funcion en el infinito
Operaciones con limites
Célculo de limites

Eal I

5. Limite de una funcion en un punto
6. Continuidad de una funcion
7.Teorema de Bolzano

8. Teorema de Weierstrass

Desarrollo de un determinante por sus adjuntos

Expresion matricial de un sistema de ecuaciones
Método de Gauss para resolver sistemas

Resolucion de algunas indeterminaciones

36
37
41
42
44
46

112
114
116
117
118
119
120
122
124
125

138
140
142
144
146
147
149

162
164
166
168
171
174
176
177

e Calcular el producto de dos matrices
e Calcular el rango de una matriz mediante el método
de Gauss
* Calcular la matriz inversa con el método de Gauss-Jordan
® Resolver ecuaciones matriciales del tipo AX = B

e Calcular el determinante de una matriz usando
sus propiedades
e Calcular un determinante haciendo ceros
e Calcular el rango de una matriz a partir de sus menores
e Calcular la inversa de una matriz con determinantes
o Resolver ecuaciones con determinantes

* Resolver un sistema mediante el método de Gauss

* Discutir y resolver un sistema con un parametro utilizando
el método de Gauss

« Discutir un sistema de ecuaciones lineales utilizando
el teorema de Roucheé-Frobenius

* Resolver un sistema de ecuaciones compatible determinado
utilizando la regla de Cramer

* Resolver un sistema de ecuaciones utilizando la regla
de Cramer

e Calcular vectores linealmente independientes con matrices
e Comprobar si tres puntos estan alineados

e Calcular los vectores perpendiculares a otro vector

e Calcular una base de vectores ortogonales

e Calcular el drea de un tridngulo

e Calcular el volumen de un paralelepipedo

e Calcular el volumen de un tetraedro

» Hallar la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos
 Hallar la ecuacion del plano que pasa por tres puntos

e Comprobar si varios puntos estan alineados

e Comprobar si varios puntos son coplanarios

o Hallar el vector director de una recta dada por dos planos
» Determinar la posicion relativa de un plano y una recta

* Determinar la posicion relativa de dos planos

e Determinar la posicion relativa de tres planos en el espacio
» Hallar la posicion de dos rectas por sus vectores directores

e Calcular el angulo entre dos rectas y entre una recta y un plano
e Calcular el angulo entre dos planos

e Calcular la proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta

e Calcular la proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano

e Calcular la proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano

e Calcular el simétrico de un punto respecto de otro punto

e Calcular el simétrico de un punto respecto de una recta

e Calcular el simétrico de un punto respecto de un plano

* Resolver limites que presentan una indeterminacion
de tipo ==
* Resolver limites que presentan una indeterminacion
de tipo oo —oo
* Resolver limites que presentan una indeterminacion de tipo 1%
* Resolver |os limites de una funcién en un punto que presentan
una indeterminacion de tipo %
» Determinar si una funcion es continua en un punto
e Estudiar la continuidad de una funcion definida a trozos
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® Resolver ecuaciones matriciales del tipo XA = B
® Resolver ecuaciones matriciales del tipo AX + B = C
» Determinar matrices que cumplan una cierta condicion

e Calcular las constantes que hacen que se cumpla una igualdad
entre matrices

e Calcular la potencia de una matriz

¢ Reducir un determinante a otro determinante cuyo valor se conoce
e Calcular un determinante en funcion del rango de una matriz

» Estudiar el rango de una matriz cuadrada que depende de un parametro
utilizando determinantes

» Calcular el rango de una matriz no cuadrada que depende
de un pardmetro con determinantes

e Discutir y resolver un sistema de ecuaciones homogéneo

* Discutir un sistema de ecuaciones con parametros usando el teorema
de Roucheé-Frobenius

® Resolver un sistema de ecuaciones con parametros utilizando la regla
de Cramer

¢ Resolver ecuaciones matriciales del tipo AX = XA
® Resolver ecuaciones matriciales del tipo AX = B
» Resolver problemas mediante sistemas de ecuaciones lineales

« Operar con vectores utilizando sus coordenadas

* Hallar las coordenadas del origen o el extremo de un vector gue cumple
ciertas condiciones

e Determinar los vértices de un paralelogramo
¢ Hallar las coordenadas de un vector respecto de una base

* Calcular un pardmetro para que tres vectores sean linealmente
independientes

» Determinar el modulo de un vector utilizando la definicion del producto
escalar

 Hallar la posicion de dos rectas mediante sus ecuaciones implicitas
e Calcular una recta perpendicular a un plano
e Calcular un plano perpendicular a una recta

e Comprobar que un punto pertenece a una recta en funcion
de un pardmetro

e Calcular la ecuacion de una recta que pasa por un punto y es paralela
a otra recta

* Calcular la ecuacion de un plano gue contiene a una recta y a un punto
exterior a ella

e Calcular la ecuacion de un plano gue contiene a dos rectas secantes

e Calcular la distancia de un punto a un plano

e Calcular la distancia entre dos planos

e Calcular la distancia entre una recta y un plano

e Calcular la distancia de un punto a una recta

e Calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan

e Determinar un plano que forma un cierto angulo con otro plano

* Calcular una recta perpendicular a otra recta que pasa
por un cierto punto

e Aplicar el teorema de Bolzano a una funcion

e Aplicar el teorema de los valores intermedios a una funcion

» Determinar el limite de una operacion entre valores distintos
de una funcion

e Calcular el parametro de una funcion si esta en un limite
con indeterminacion oo — oo

e Calcular el parametro de una funcion cuando aparece en un limite
con indeterminacion de tipo 1%

e Comprobar propiedades de algunas matrices

* Resolver problemas utilizando matrices

* Determinar elementos para que una matriz sea ortogonal
 Calcular el rango de una matriz que depende de un parametro
e Calcular la inversa de una matriz que depende de un parametro
* Resolver un sistema de ecuaciones matriciales

e Comprobar si una matriz que depende de un parametro tiene inversa
* Resolver una ecuacion matricial del tipo AX = C

* Resolver una ecuacion matricial del tipo AX + B = C

* Resolver una ecuacion matricial en la que hay que sacar factor comun

e Estudiar un sistema y resolverlo utilizando el teorema
de Rouché-Frébenius

 Discutir un sistema que depende de un parametro con dos ecuaciones
y dos incognitas

 Discutir un sistema que depende de un parametro con tres ecuaciones
y tres incognitas

e Discutir un sistema que depende de un parametro con mas ecuaciones
que incognitas

e Discutir un sistema que depende de un parametro con tres ecuaciones
y tres incognitas

e Calcular el valor de un parametro para que dos vectores
sean perpendiculares
* Determinar vectores perpendiculares a otros dos que cumplan
ciertas condiciones
¢ Determinar un vértice de un triangulo
e Determinar vectores conociendo condiciones sobre su producto vectorial
o Calcular el producto mixto aplicando las propiedades

e Calcular la ecuacion de un plano que contiene a dos rectas paralelas

e Calcular la ecuacion de un plano que pasa por un punto y es paralelo
a otro plano

e Calcular la ecuacion de un plano que contiene a una recta
y que es perpendicular a otro plano

e Calcular la ecuacion de la recta perpendicular a dos rectas

* Determinar las posiciones relativas de dos rectas en funcion
de un parametro

* Determinar las posiciones relativas de una recta y un plano en funcion
de un parametro

e Calcular un plano paralelo a una recta que pasa por un cierto punto
 Calcular una recta simétrica respecto de un plano

* Calcular el simétrico de un punto respecto a un plano cuando depende
de parametros

 Resolver problemas de simetrias

 Calcular el plano de simetria de dos puntos

® Buscar puntos que estan a una cierta distancia

e Determinar una recta que esta a una cierta distancia de otra recta
 Calcular puntos de una recta que equidistan de otros dos puntos

 Calcular el limite del cociente de dos funciones exponenciales

* Determinar si existe 0 no el limite de una funcién en un punto

* Resolver una indeterminacion cuando aparece una expresion
del tipo ¥f(x) + a

 Calcular el parametro para que exista el limite de una funcion
en un punto

e Calcular los parametros para que una funcion sea continua

o Determinar Si una ecuacion tiene raices reales

o Determinar si dos curvas se cortan

 Decidir si una funcion toma un valor determinado
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Definicion de derivada

Interpretacion geométrica de la derivada
Derivadas laterales

Derivabilidad y continuidad
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Operaciones con derivadas

Derivada de las funciones elementales
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Regla de L'Hopital
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Puntos de corte y signo de una funcién
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Monotonia de una funcion
Curvatura de una funcion
Funciones polinémicas
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Funcién primitiva de una funcion
Integral de una funcion

Integrales de funciones elementales
Integracion por partes

Integrales de funciones racionales
Integracion por cambio de variable
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Integral definida

Teorema del valor medio para la integral
Teorema fundamental del calculo integral
Regla de Barrow

Area encerrada por una curva

Area comprendida entre dos curvas

Experimentos aleatorios

Sucesos. Operaciones con sucesos
Frecuencia y probabilidad

Propiedades de la probabilidad

Regla de Laplace
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e Calcular la derivada de funciones compuestas aplicando
la regla de la cadena sucesivamente

« Calcular la derivada de funciones del tipo h(x) = f(x)s¥

e Calcular la derivada de una funcién implicita en un punto

e Determinar la ecuacion de la recta tangente a una funcion
en un punto

» Determinar el crecimiento y decrecimiento de una funcion
¢ Hallar los maximos y minimos de una funcion mediante
la derivada primera
e Hallar los maximos y minimos de una funcion mediante
la derivada segunda
* Determinar la concavidad y convexidad de una funcion
 Hallar los puntos de inflexion de una funcion
 Hallar los puntos de inflexion de una funcion mediante
la derivada tercera
* Resolver un problema de optimizacion

o Hallar el dominio de una funcion

e Calcular los puntos de corte con los ejes

e Hallar el signo de una funcion

e Determinar si una funcion es simétrica

e Calcular las asintotas verticales de una funcion

e Calcular las asintotas horizontales de una funcion

e Calcular las asintotas oblicuas de una funcion

e Estudiar las ramas infinitas de una funcion

o Estudiar el crecimiento y decrecimiento de una funcion
e Estudiar la curvatura de una funcion

 Resolver una integral donde falta un factor numeérico

* Resolver una integral del tipo :n—()(;))

® Resolver una integral por partes

* Resolver una integral racional en la que el denominador solo
tiene raices reales simples

o Resolver una integral racional en la que el denominador
solo tiene una raiz real multiple

® Resolver una integral racional en la que el denominador tiene
raices simples y multiples

o Resolver una integral racional en la que el denominador
tiene raices no reales

e Calcular una integral definida aplicando la regla de Barrow

e Calcular el area entre la grafica de una funcion y el eje X

e Calcular el drea comprendida entre dos curvas

e Calcular una integral definida de una funcion con valor
absoluto

¢ Resolver una integral definida de una funcion racional

» Determinar el espacio muestral con un diagrama de arbol
e Calcular probabilidades utilizando la regla de Laplace
e Elaborar una tabla de contingencia y utilizarla para calcular
probabilidades
e Calcular el numero de posibilidades utilizando métodos
de conteo

o Construir una variable aleatoria a partir de un experimento

e Calcular la funcion de probabilidad y la funcion de distribucion
de una variable aleatoria discreta

» Determinar si una variable aleatoria sigue una distribucion
binomial y hallar su funcion de probabilidad

e Calcular probabilidades en variables aleatorias que siguen
una distribucion binomial

e Calcular probabilidades en variables aleatorias que siguen
una distribucion binomial por medio de tablas
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e Determinar el parametro de una funciéon cuando no conocemos
Su recta tangente

» Determinar los parametros de una funcion conocida la ecuacion
de su recta tangente

e Estudiar la derivabilidad y continuidad de una funcion
o Discutir la derivabilidad y continuidad de una funcion a partir
de sus parametros

* Resolver un problema de optimizacion cuando hay que despejar
una variable

e Aplicar el teorema de Rolle

o Aplicar el teorema del valor medio

e Aplicar el teorema del valor medio generalizado

e Aplicar la regla de L'Hopital en el calculo de limites

* Resolver indeterminaciones de 1os tipos 1%, c®y 0°

e Determinar una funcién conocidos sus extremos relativos
y un punto por el que pasa

* Obtener el valor de un parametro para que una funcion
siempre sea concava

* Representar una funcion polindmica

e Representar una funcion racional

® Representar una funcion con radicales

® Representar una funcion exponencial

* Representar una funcion logaritmica

» Representar una funcion definida a trozos

e Calcular el dominio de una funcion compuesta

e Estudiar la simetria de una funcion compuesta

e Calcular parametros desconocidos a partir de sus asintotas

* Resolver una integral racional en la que el grado del numerador
es mayor o igual gue el grado del denominador

e Resolver una integral mediante un cambio de variable
e Calcular una funcion de la que se conoce su derivada y un punto
por el que pasa
e Calcular una primitiva que cumple una condicion
8'()
Va? — g’

e Calcular una integral utilizando un cambio de variable conocido
e Resolver una integral de tipo f Ya? — x?

» Resolver las integrales de tipo

* Resolver una integral definida por partes

» Resolver una integral definida utilizando un cambio de variable

e Calcular el area limitada por una funcion definida a trozos

e Calcular el &rea bajo una curva cuando un limite de integracion
es infinito

e Calcular el nimero total de sucesos si el nimero de sucesos
elementales es finito

* Hallar el espacio muestral de un experimento con una tabla de doble
entrada

e Calcular probabilidades experimentalmente

e Calcular probabilidades utilizando sus propiedades

e Calcular la funcion de distribucion de una variable aleatoria continua
a partir de la funcion de densidad

e Calcular probabilidades por medio de tablas en variables aleatorias
gue siguen una distribucion normal

¢ Calcular probabilidades en una variable aleatoria binomial
aproximandola a una normal

e Calcular los parametros de una variable aleatoria que sigue
una distribucion binomial

» Determinar la funcion de densidad de una variable aleatoria continua
y hallar su funcion de distribucion

o Aplicar la regla de la cadena

» Determinar la derivada de una funcion que depende de otra funcion
desconocida

e Calcular derivadas mediante derivacion logaritmica

* Resolver problemas utilizando la derivada de funciones implicitas
y las propiedades geométricas que pueden cumplir

» Representar la funcion derivada de una funcion a partir de su grafica
* Resolver un problema de optimizacion cuando hay que despejar
una variable
* Resolver un problema de optimizacion estudiando los extremos
de los intervalos
o Aplicar el teorema de Rolle a una funcion definida a trozos
* Realizar demostraciones mediante el teorema de Rolle

* Determinar los parametros de una funcion para poder aplicar
el teorema del valor medio

e Determinar un parametro para obtener un valor dado como resultado
de un limite

e Estudiar la monotonia y la curvatura de una funcion a partir
de la grafica de su derivada

* Representar la grafica de una funcion que cumpla determinadas
condiciones

* Representar graficamente una funcion hallando previamente el valor
de sus parametros

* Representar la grafica de funciones con un factor exponencial
0 logaritmico

* Representar una funcion simétrica

* Representar la grafica de una funcién en la que aparece un factor
con valor absoluto

o Resolver por partes una integral de tipo fe“sen X0 fe‘“ €0S X

® Resolver por partes una integral de tipo | In(P(x)) donde P(x) es
un polinomio de grado 1

e Resolver por partes una integral de tipo J.ea”“- P(x), donde P(x) es
un polinomio

» Resolver una integral utilizando un cambio de variable
para transformarla en polinémica

* Resolver una integral utilizando un cambio de variable para transformarla
en racional

* Calcular el area encerrada bajo una curva cuando no se da
un intervalo de integracion
o Determinar el area de una figura delimitada por una curva

e Calcular el area encerrada bajo una curva expresada con valor absoluto
y una recta

» Resolver problemas de probabilidad con sucesos compuestos

* Calcular la probabilidad de la interseccion de sucesos utilizando
un diagrama de arbol

o Utilizar la regla del producto en experimentos con reemplazamiento
e Calcular probabilidades utilizando el teorema de la probabilidad total
o Calcular probabilidades utilizando el teorema de Bayes

e Calcular la probabilidad de que Z = N(O, 1) sea mayor que un valor positivo
e Calcular la probabilidad de que Z = N(O, 1) esté entre dos valores

e Calcular la probabilidad de que Z = N(O, 1) sea menor o mayor
gue un valor negativo

e Calcular un punto, conociendo la probabilidad

e Tipificar una variable aleatoria

e Calcular uno de los parametros, conociendo el otro y una probabilidad
e Calcular la mediay la desviacion tipica, conociendo dos probabilidades

e Calcular probabilidades en variables aleatorias que siguen una distribucion
binomial con n grande



Esquema de la unidad

La estructura de las unidades didacticas es muy
sencilla, ya que se trata de facilitar la localizacion
de los contenidos fundamentales, de los ejemplos
resueltos y de las actividades propuestas.

Alo largo de toda la unidad marcamos con iconos
aquellos contenidos o actividades en las que se
trabajan de manera particular las competencias
basicas.

Introduccioén a la unidad: un texto que motiva
el estudio de los contenidos.

Se especifican los
contenidos (Saber)
de la unidad. | . Angulosy distancias

Angulos entre rectas
¥ planos

Distancias entre puntos,
rectas y planos

Lugares geometicos.
Lesfora

El texto inicial
presenta un
aspecto de la vida
real en el que

se utilizan los

=

Competencias basicas

A lo largo del libro, encontraréis junto @ muchos ejercicios los iconos de las
competencias basicas del proyecto HEZIBERRI. Cada uno de esos iconos
nos indica la competencia bésica que se trabaja en cada caso.

Competencias basicas disciplinares Competencias basicas transversales

Competencia para la comunicacion

) Competencia en comunicacion
verbal, no verbal y digital

lingliistica y literaria
+ Competencia matematica Competencia para aprender
y para pensar

@] Competencia cientifica Competencia para convivir
Competencia para la iniciativa

@ Competencia tecnolégica
y el espiritu emprendedor

o . . ;oL
A4) Competencia social y civica Competencia para aprender

a ser uno mismo

L AL JAL LS

Competencia artistica

@ Competencia motriz

Paginas finales de la unidad: un paso mas
en la aplicacion de los contenidos aprendidos.

Esta pagina, que te

[ waremancas en uvios B muestra como las
matematicas
intervienen
en tu vida,

responde a la
pregunta de la
pagina inicial de la
unidad. Ademas,
propone una serie

de actividades que
te permitiran
profundizar en el
= : aspecto de la vida

contenidos que
Se van a estudiar
en la unidad.

angul
acion con el que un piloto toma

real que se
muestra.

Paginas de contenidos: SABER y SABER HACER como un todo integrado.

Nuestra propuesta
para Saber son
unos textos claros
y estructurados. B rocucto miveo
Los Ejemploste —

ayudaran a afianzar
€s0s saberes.

Junto a los textos
explicativos
encontraras
informaciones
complementarias
que te seran muy
Utiles para la
comprension

de los conceptos

y procedimientos.

En la parte Saber
hacer aprenderés,
o paso a paso, los
procedimientos
//77 necesarios para tu
desarrollo
o matematico.

ﬂ Aplicaciones del producto mixto

Las Actividades

@ de estas paginas
te ayudaran

Voo /i a practicar los
S : : conocimientos
porpvs adquiridos.

- Ademas, su
secuenciacion
te permitira llegar
a dominarlos.

.
W8 = (23,210 = 03,0V = (721 AD0.0,80.0.9.00.2.003.0.0.




Paginas de Saber hacer: para aprender a hacer matematicas.

Cada procedimiento
se introduce
mediante la
resolucion de una
actividad en la que
Se muestra, paso

a paso, un método
general de
resolucion.

En estas paginas se muestran los procedimientos
béasicos (Saber hacer) de la unidad.

© X

Area encerrada bajo una curva

Area encerrada bajo una curva

Calcular el rea bejo una curva cuando. Calcular el rea encerrada bajo una curva
un limite de integracion es infinito ‘cuando no se da un intervalo de integracion

Area bajo dos curvas

Calcular el rea encerrada bajo una curva expresada con valor absolutoy un recta

Paginas de actividades: para practicar y afianzar los conocimientos adquiridos.

Cada actividad te
ofrece la dificultad
que tiene.

Nuestras Actividades finales estan secuenciadas para que aproveches
de la mejor forma posible la aplicacion de los contenidos estudiados.

. ACTIVIDADES l _

Las actividades que
acompanan cada
procedimiento te
permitiran
practicary
dominar estos
contenidos.

Muchas de estas
actividades son
similares a las que te
encontraras en tu
prueba de acceso a la
universidad.






Matrices. Tipos de matrices

Matriz traspuesta
Operaciones con matrices

Rango de una matriz.
Método de Gauss

Matriz inversa. Método
de Gauss-Jordan

Ecuaciones matriciales

Los vehiculos modernos vienen equipados
con todo tipo de extras que sirven para
aumentar la seguridad a la hora de conducir
como, por ejemplo, los sistemas
antiderrapaje, los sensores que miden

la presion de los neumaticos, los asistentes
de frenada, las ayudas de visiéon nocturna...
Los fabricantes también se han volcado

en el confort y la facilidad de conducir:
asistentes de aparcamiento, sensores de luz

Este ultimo accesorio comenzd

implantandose en las flotas
de camiones para que

el tiempo en entregar las

mercancias fuera optimizado

y lluvia y, en muchos casos, navegador GPS.

al no haber confusiones para llegar al
destino final y ser informado tanto del tipo
de via como de su estado y del trafico que
soportaba.

En principio, el navegador era un articulo
de lujo, pero ahora, con el auge de los
smartphones, se ha convertido en algo
tremendamente cotidiano, que nos informa
tanto del lugar donde estamos como de la
ruta mas corta, mas rapida o mas ecoldgica
que podemos tomar para ir de un sitio

a otro.

Parece facil y réapido, pero...

¢COmo elige las rutas apropiadas
un navegador GPS?



dyp dyp Ay m\«12
Ay Ay Ay o |28
am] am2 amS o amn “<m .
(N )
/l a 2 a 3 a .. n a
Columnas

Se escribe asi

“ Para expresar abreviadamente
una matriz, escribimos:

A= (a,'j)

Si queremos afnadir la dimension,
indicamos:

A= (ai/)mxn

ACTIVIDADES

1. Estas son las calificaciones que han obtenido Daniel y Manuel
en los cuatro controles de Matematicas de esta evaluacion.

C1
Daniel 8
Manuel 6

Elabora una matriz con estos datos.

10

Filas

Cc2
7

Matrices

Una matriz de m filas y n columnas es una tabla de m X n nimeros
reales ordenados en m filas y n columnas.

Los ntimeros a; son los elementos de la matriz, y en ellos el subindice i
indica la fila que ocupan, y el subindice j, la columna.

La dimension de una matriz de m filas y n columnas es m X n.

EJEMPLOS

n Determina la dimension de esta matriz e identifica los elementos a,; y as,.

4 5 2 —1
A= 0 2 1 5
—2 3 0 —4

La matriz A esta formada por 3 filas y 4 columnas; por tanto, su dimensién es 3 X 4.
Se observan la filay la columna que indican los subindices.

823:1 832:3

2.2fila 3.2 columna 3.2fila 2.2 columna

a En esta tabla se muestran los partidos jugados por dos equipos de balonmano
durante la liga. Escribe la informacion en forma de matriz.

Partidos ganados Partidos empatados Partidos perdidos
Equipo A 16 0 8
Equipo B 14 1 10

Se puede escribir la informacion de la tabla como una matriz de 2 X 3.

(16 0 8><— Equipo A
14 1 10) « Equipo B
T 1 T

Ganados Empat. Perdidos
a1 = 16 — El equipo A ha ganado 16 partidos.
8,3 = 10 — El equipo B ha perdido 10 partidos.
a4 + ap + a3 = 24 — Elequipo A ha jugado en total 24 partidos.
8, + a,» = 15 — El equipo B no ha perdido en 15 partidos.
a3 + a3 = 18 — Entre los dos equipos han perdido 18 partidos.

2. Escribe una matriz de dimension 2 X 3 donde se

cumpla que:

_ ] 2 si i+j=4
c3 cé a"f_{—1 si i+j*a
9 10
10 9 3. Escribe una matriz de dimension 4 X 3 cuyos

elementos a; sean nulos si la suma i + j es un nimero
primo, y 1 en caso contrario.



m Matrices iguales

Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensién y, ademas,
los elementos coinciden término a término.

Ay Bsoniguales = a; = b; para cualquier valor de [, j.

EJEMPLO

a Determina si estas matrices son iguales.

A—1§ B—<11 1) 0—21
- “\2 2 2 -
1 2 2 1

Ay B no tienen la misma dimension, 3 X 2 #+ 2 X 3; por tanto, no son iguales.

Ay C tienen la misma dimension, 3 X 2; sin embargo a;; = 1 # ¢4, = 2; por tanto,
tampoco son iguales.

J

m Clasificacion de matrices

= Una matriz fila es una matriz que tiene una sola fila A=(ay ap .. ay)
y n columnas. Su dimensién es 1 X n. ;

= Una matriz columna es una matriz con m filas y (a;
una sola columna. Su dimensiéon esm X 1. A=

ami

= Una matriz nula, o matriz cero, es una matriz en 0 0 .. 0
la que todos sus elementos son ceros. Se representa () = 0 .. 0
por 0. 0 0 0

= Una matriz cuadrada tiene el mismo nimero de ay A ... Qi
filas que de columnas, es decir, esta formada por dx Az ... Aam
n filas y n columnas. Si su dimensién es n X n, dire- A= e
mos que su orden es n. ant dp2 ... @m

= Una matriz rectangular tiene distinto numero de
filas que de columnas, es decir, no es cuadrada.

EJEMPLO

-1 0 0
a Clasifica las siguientes matrices. A = ( 0 0) B = <1) cC=(000)

A €s una matriz cuadrada de orden 2.
B es una matriz columna de dimension 2 x 1.

K C es una matriz fila nula de dimension 1 x 3. )

ACTIVIDADES

4. Determina los valores de a, b, ¢ y d para que estas dos
matrices sean iguales.

A_<a+1 2a +1 2) B_(s b+1 d—1>
“\c—2 3—a 6 ~\2c 1 b+ 2

Matrices

Se escribe asi

a; = by para todo /,
significa que
an = b11, anp = b12: vy @mn = bmn

Date cuenta

Hay una matriz nula para cada E

dimen

|

Sion.

0

B=(0 0

.

1 si

0 0
0 O

i=J
i#J

)

Matriz nula de
dimension 2 x 1

Matriz nula de
dimension 1 x 2

Matriz nula de
orden 2

5. Escribe una matriz cuadrada de orden 3 cuyos elementos
estén determinados por esta igualdad.

{O si
a,-j = :

11



m Tipos de matrices cuadradas

La diagonal principal de una matriz
cuadrada estd formada por todos
los elementos de la forma a;;. A =

An3

Diagonal principal

Segun sean los elementos que forman una matriz cuadrada, esta puede ser:

= Matriz triangular superior
Todos los elementos situados por debajo

de la diagonal principal son ceros. A=
= Matriz triangular inferior
Todos los elementos situados por encima
de la diagonal principal son ceros. A=
No olvides = Matriz diagonal aas. 0 0 ... O
Todos los elementos situados fuera de la 0 a 0 .. O
n Hay una matriz identidad diagonal principal son ceros. A=[0 0 a5 ... O
de cada orden. 0 0 0
10 Matriz dnn
| = (0 1) identidad 1 0 0 0
de orden 2 = Matriz identidad o matriz unidad o 1 0 0
10 O Matriz Es una matriz diagonal en la que todos [ _ | 0 1 0
I={0 1 0 identidad los elementos de la diagonal principal
0 0 1/ deorden3 son unos. Se denota por I. 0 0 0 1
EJEMPLO \
a Decide de qué tipo es cada una de estas matrices cuadradas.
-3 0 0 O
A_(Z) 0 0 B:<1 o) c_| 2400 D_<7 —1)
- 0 ; 0 1 |l 7 5 1 0 0 10
4 6 9 6
Matriz diagonal Matriz identidad Triangular inferior Triangular superior
ACTIVIDADES

6. Escribe la matriz de orden 3 que verifica la condicion
i+j si i<j _ .
aj = { gl zi g j ¢Qué tipo de matriz es?

7. Escribe una matriz diagonal de orden 3 tal que la suma
de todos sus elementos sea 7.

12

8. Escribe una matriz cuyos Unicos elementos nulos estén en
la diagonal principal.

9. Escribe la matriz de orden 3 que verifica la condicion

a,~,~={l_j Si >

0 i I.<j.,;Que tipo de matriz es?



Matrices

ﬂ Matriz traspuesta

La matriz traspuesta, A’, de una matriz A de dimensién m X n es otra
matriz de dimensién n X m que se obtiene al cambiar en A las filas Solo si una matriz es cuadrada, E
por las columnas o las columnas por las filas. SU matriz traspuesta tiene

la misma dimension.

Date cuenta

Si A = (ay), entonces A’ = (aj).

EJEMPLO

3 -3 3
a Halla la traspuesta de la matriz A = (0 1 2) y determina su dimension.

3 0

3 1) — Ladimensién de Ates 3 X 2.

\_ At<_3 2

Matrices simétricas y antisimétricas

Date cuenta
Una matriz cuadrada, A, es simétrica si coincide con su traspuesta.

A=A" - a;=g; Solo las matrices cuadradas E
O A teed] . ueden ser simétricas
Y es antisimétrica cuando su opuesta, —A, coincide con su traspuesta. pueder "
. 0 antisimétricas.
—A=A" > —aj = dj

EJEMPLO \
Decide si estas matrices son simétricas o antisimétricas.
3 5 3 .
a)A=(5 2 1) b)B=<g : 3) c)c=(_3 3)
3 1 6
3 5 3
a) Al=(5 2 1|=A — Aesunamatrizsimétrica.
3 1 6
b) La matriz B no es cuadrada; por tanto, no puede ser simétrica ni antisimétrica.
c) Ct= (g 73) = —C — CesUuna matriz antisimétrica.

N J

Propiedades

= En una matriz simétrica, los elementos simétricos A= a 117)1 n
respecto de la diagonal principal son iguales. B T v Z

= En una matriz antisimétrica, los elementos de la 0 m n
diagonal principal son ceros y los elementos simétri- A=l-m 0 v
cos respecto de ella son opuestos. —n —v O

ACTIVIDADES

10. Determina la matriz traspuesta de esta matriz. 11. Comprueba que una matriz cuadrada en la que se cumple

(2 —1 3 5 que a; = i + j es simétrica. Escribe una matriz de orden 3
A={4 2 0 1 con estas caracteristicas.

13



No olvides

Para que dos matrices se
puedan sumar deben tener
la misma dimension.

Date cuenta

Para restar dos matrices
sumamos a la primera la
opuesta de la segunda.

A—B=A+ (-8B

ACTIVIDADES

12. Realiza la siguiente operacion matricial.

¢

13. Sean A = (_3 4)e/=<

7 4

14

(1)) CalculaA + At — |.

X Operaciones con matrices

m Suma de matrices

La suma de dos matrices, A y B, de la misma dimensién se denota A + B,
y es otra matriz de la misma dimension cuyos elementos son la suma de los
elementos de A y B que ocupan la misma posicion.

A+ B = (C,siendo ¢; = a; + b;.

EJEMPLO

e Suma, si es posible, estas matrices.

N EER: N
A=(3 -3 =15 1 0 c=|(—1 -4
0 4 2 -3

Tanto Ay B como By C no tienen la misma dimension; luego, no se pueden sumar.
Las matrices Ay C tienen la misma dimension.

1 =2 3 5 143 —2+5 4 3
A+C(3 —3|+|—1 —4|=|3+(-) B+(=4|=|2 —7
K 0 4 2 -3 0+2 4+ (=3 2 1

Propiedades

J

Como la suma de matrices se realiza elemento a elemento, cumple propiedades
analogas a las de la suma de niimeros reales.
= Conmutativa:A+ B=B+ A
= Asociativa:A + B+ C) =A+ B +C
= Elemento neutro: el elemento neutro de la suma es la matriz nula.
A+0=A

= Elemento opuesto: para cada matriz A, existe su matriz opuesta, —A,
formada por los opuestos de los elementos de A.
A+ (-A) =0

~

EJEMPLO

O i
a Determina la matriz opuesta, —A, de la matriz A = <2 _3> y comprueba que
la suma de las dos matrices es la matriz nula.

DEEN I L NI RN

N\ J

14. Calcula los valores de a, b, ¢, d y e para que se cumpla

C =

o & queA =B+ C.
)—( 0 6) A:(a b 7 8+d> <a—1 0 0 b)

0 9 a 9 ct+9 e+2

B_(a—2 9 ¢c+9 4)
—\ 2 0 a—3 6

1 e 7 d



m Producto de una matriz por un nimero

El producto de un nimero real k por una matriz A es otra matriz
de la misma dimensién que A cuyos elementos se obtienen al multiplicar
cada uno de los elementos de A por k.

k-A=C, siendoc;=k- a;.

EJEMPLO
() Dadas! ricesA=(> yp=( 2 0) caleul
adas las matrices = 2 -3 2 = 6 4 2,cacu a.
{0 =1\ _[3-0 3-(—=1\ (0 -3
3’3"‘_3'(2 —3)‘(3-2 3 <—3)>_(6 —9)
{0 =Y (=10 (==Y _( 0 1
b) (=1)-A = (=1) (2 %)’(H)a (*1)~(*3))7(*2 3)
1 1 (=2 40\ (-1 20
C)E'B_?( 6 —4 2)_( 3 -2 1)

N

m Producto de una matriz fila por una matriz columna

El producto de una matriz fila, de dimensiéon 1 X n, por una matriz
columna, de dimensién n X 1, es un nimero que se obtiene al multiplicar
sus elementos, término a término, y sumar los resultados.

b11

b
a’ln) . .

bnl

(an an = ay- byt ap byt ...+ an by

EJEMPLO

m Determina si se pueden realizar los productos A- B, C+- Ay C- Bsiendo
las matrices: 9
A=(6 2 1) B=(3) C=(2 1 0 4)
—1
La matriz A es una matriz fila de dimension 1 X 3; B €s una matriz columna

de dimension 3 X 1; por tanto, las podemos multiplicar.

2
A-B=(6 2 1)'< 3>6~2+2~3+1~(—1)17
—1
La matriz C es una matriz fila de dimension 1 X 4; por tanto, solo se puede multiplicar
por una matriz de dimension 4 X 1. No se puede multiplicar por A ni por B.

N

J

ACTIVIDADES
(2 _ (3 =5 (0 —1
15. DadasA—<1 3),B—<2 1)yC—(1 2),
calcula:

a)3A—B+ 2C b) 2C +B — 3A a)A-B

b) B-A

Matrices

Date cuenta

Si una matriz es diagonal y todos
los elementos de la diagonal son
iguales, podemos sacar factor
comun.

k 00 100
0 kK 0|]=k-{0 1 0|=k-I
0 0 k 001

No olvides

Para multiplicar una matriz

fila por una matriz columna

es necesario que el nimero
de columnas de la primera sea
igual al nimero de filas

de la segunda.

—1

16. DadasA=(1 2 3)yB = ( 2), calcula si es posible.

3

C) 2A - 3B d) (=2B)-A

15



No olvides

= Para multiplicar
dos matrices, el numero de
columnas de la primera debe
ser igual al numero de filas
de la segunda.

= | a matriz producto resultante
tiene el nimero de filas
de la primera y el nimero de
columnas de la segunda.

Date cuenta

a Para que exista el producto de
tres matrices, A - B - C, Sus

dimensiones deben ser de
esta forma:
Dimension de A:m X n
Dimension de B:n X p
Dimensiénde C:p X g
La dimensionde A - B - C
seram X q.

ACTIVIDADES

1 0 3

17. DadasA=(2 - 4>yB=(—

a) A-B b) B-A

16

m Producto de dos matrices

El producto de una matriz A, de dimensién m X n, por otra matriz B, de
dimension n X p, es otra matriz, C, de dimensiéon m X p, cuyo elemento c;
se obtiene al multiplicar la fila i-ésima de la primera matriz por la columna
Jj-ésima de la segunda.

A-B=C,siendoc; = ay byt ap-by+ ... + am: by

©

*)

Calcula el producto, A - B, de estas matrices.
4 2
A=<5 -3 4) B=(O 5)
1 3

0 1 2
PRIMERO. Se comprueba que se pueden multiplicar: el nimero de columnas
de la primera debe coincidir con el nimero de filas de la segunda.

Dimensionde A: 2 X 3
Dimension de B: 3 X 2

El nimero de columnas de A coincide con el nimero de filas de B,
por lo gue las matrices se pueden multiplicar.

La matriz A - B tendra el mismo nimero de filas que A y el nUmero de columnas de B.
(5 -3 4)_3 é(cm sz)
0 1 2 13 Co1 Cx

SEGUNDO. Se efectlia el producto de la primera fila de la matriz A por la primera columna
de la matriz B para obtener el primer elemento de la matriz producto.

A'B_(5 -3 4).3 2\ (54t 30441 cy
o 12 1 3 N Cor Ca

TERCERO. Se multiplica la primera fila de la matriz A por el resto de columnas
de la matriz B.

(5 -3 4).3 é_ 24 5-24(=3)-5+4-3
0 1 2 13 T \Cx Co

CUARTO. Se repite el proceso con el resto de filas de la primera matriz y de columnas de
la segunda.

(5 -3 4)3 §< 24 7 )7(24 7
0 1 2 13 - \0:4+1:04+21 0:2+1-5+2-3) \2 N

1 = 4
1), calcula. 18. Sean A = G g _g) B = ( 2 —1)
) -2 0
=1 0 3 .
yC = ( 4 —5 1). Calcula lamatrizA - B - C.

)



Matrices

EJEMPLO

@ En un restaurante se sirven tres tipos de menus: el diario, el ejecutivo
y el especial. En estas tablas se muestran los kilos que se compran
semanalmente de carne, pescado y verduras para elaborar cada menu
y los precios en las dos ultimas semanas de cada producto.

Carne  Pescado Verduras Semana 1 Semana 2
M. diario 6 14 12 Carne 12,50 10,60
M. ejecutivo 8 18 13 Pescado 16 11,90
M. especial 12 26 15 Verduras 6,20 8,40

Calcula el coste semanal que han tenido ambos menus.

Para resolver el problema se considera cada tabla como una matriz y las multiplicamos.
Semana 1 Semana 2

6 14 12\ [1255 10,6 3734 331 ~— Men diario
8 18 13]-(16 11,9 | = [ 468,6 408,2| -— Menu ejecutivo

12 26 15 62 84 659 562,6] <— Menu especial

La elaboracion de los menus ha sido més barata la segunda semana.

N

Propiedades

J

Si las dimensiones de las matrices A, By C son tales que nos permiten realizar sus
productos, se cumplen estas propiedades:
= Asociativa: (A-B)-C=A-(B- ()
= Elemento neutro: [, - A=A-I,= A
= Distributiva: Por la izquierda: A-(B+ C)=A-B+ A-C
Porladerecha: B+ C)-A=B-A+C-A

En general, el producto de matrices no es conmutativo: A-B # B - A

EJEMPLO Se escribe asi
i i 3 -3 3 4 —7
13 Calcula si es posible el producto de estas A= ( > 5= ( ) A-B - Amultipicaad “
matrices y comprueba si es conmutativo. 0o 1 2 12 oo & FaLEr
Como la dimensibn de Aes2 X 3yladeBes2 X 2, el producto no puede ser B-A — AmultiplicaaB
conmutativo ya que no podemos realizar el producto A - B; en cambio, si podemos por la derecha.
efectuar 8 - A. Dos matrices, Ay B, conmutan
B. A= <4 —7) ) (3 -3 3) _ (12 —19 —2) 0 son conmutables
K T\ 2] \0 12/ \3 —1 7 ) SIA-B=B"-A.
ACTIVIDADES
o e ( 2 3) e <7 4) 6o (3 1> 20. El laton es una aleacion de cobre y cinc. LATONES, S. L.,
-eaNA=1_1 o)B=0 ¢/Y¢*=\1 2/ produce laton de tres tipos: A, con un 30% de cinc;
; ) B, con un 40%; y C, con un 50 %. Dispone de dos
a) Comprgeba SIAYB son matrices que cumplen proveedores: M, que vende el cobre a 6,50 €/kg y el cinc
la propiedad conmutativa. a 1,50 €/kg; y N, con el cobre a 6,70 €/kg y el cinc a 1,10 €/kg.
b) Verifica que se cumple la propiedad distributiva: Para producir 100 toneladas de laton A, 550 de B y 50 de C,
A-B+C=A-B+A-C ¢a qué proveedor deberd comprar?

17



XA combinaciones lineales de las filas de una matriz

Una fila no nula F; de una matriz depende linealmente de las filas
F;,, si se cumple que:

Una fila de una matriz es linealmente independiente cuando no depende

Rango de una matriz

F = KkF, + kF, + ... + kuF,

linealmente de otras filas de la matriz.

E., F

J1r

ooy

No olvides
EJEMPLO
n Las mismas definiciones que
hemos hecho para las filas
las podemos hacer para las
columnas.

= Una columna no nula C;
de una matriz depende
linealmente de las columnas K

m Determina las filas linealmente independientes
en esta matriz.

—4 —4

Az( 0 3 —g>

La primera fila, F;, depende linealmente de la segunda fila, F,, Si F; = kF,, s decir,
los elementos de F, tienen que ser multiplos de los de F,. Como no es asi, las filas
de A son linealmente independientes.

~

G, Cp,i .., Gy, S S€ CUMple que:

/‘I’ /Z’ o

C,' = k‘\c/'1 aF k2cj2 aF oo Ar kmC,m

® Una columna de una matriz
es linealmente
independiente cuando no
depende linealmente de otras
columnas de la mattriz.

m Rango de una matriz

El rango por filas siempre es igual al rango por columnas.

El rango de una matriz A, Rango (A), es el numero de filas o de columnas
no nulas linealmente independientes que tiene la matriz.

EJEMPLO

Date cuenta

a Como el rango por filas es

siempre igual al rango por
columnas, una matriz Ay su
traspuesta A’ tienen siempre
el mismo rango.

N

@ Determina el rango de la matrizA = | 3

an = kiaxn + K.as N
81 = K@ + K283 0 = —5k; + (—=10)k,
Comprobamos si se cumple el resto de igualdades para estos valores de k; Y ks.
an =K@y + Kazz > 3=—-2-2+1-7
8w =K@y + Kyazy > —4=—-2-3+1-2
Por tanto, £,
Asi, F, y F5 son linealmente independientes y F, depende de F, y F; — Rango (4) = 2.

2 0 3 —4
-5 2 3|
8 —10 7 2

F1 no depende linealmente de F, ni de F3, y lo mismo ocurre con F, Y Fs.

Analizamos si F, depende linealmente de F, y F3, €s decir, Si F; = kqF, + KoF5. Tomando
los dos primeros elementos de las filas se tendria:

2= 3k1+ 8k2

—2F, + F3, es decir, F;, depende linealmente de F, y Fa.

}‘)k1_2 k2:1

J

ACTIVIDADES

21. Determina el rango de las siguientes matrices.

1 4 3 -1 2 1
A=(—-2 -1 0 B=| 3 —1 4
—1

SIS 1 3 6

18

3
—2
4

|

22. Halla el rango de las matrices A, By A - B'.

_ 1
S IS
3

—2
-4
-6

|



Matrices

m Método de Gauss

El método de Gauss para hallar el rango de una matriz consiste

en convertir la matriz inicial en una matriz cuyos elementos por debajo
de la diagonal sean ceros, utilizando las transformaciones elementales
adecuadas. El rango de la matriz sera el namero de filas no nulas que
tiene la matriz triangular que hemos obtenido.

Las transformaciones elementales que se pueden realizar en la matriz son:

= Intercambiar entre si la fila i por la fila j. Este cambio lo escribimos
como F; & F;.

= Sustituir la fila i por el resultado de multiplicar o dividir todos
sus elementos por un numero a # 0. Lo escribimos como F; = aF,.

= Sustituir la fila i o la fila j por la suma de ambas, multiplicadas por
numeros a y b no nulos. Lo escribimos como F; = aF; + bF.

©

*)

Date cuenta

Como el rango de una matriz a

_ _ 0 -2 2 4 y el de su traspuesta es
Determinaelrangode lamatrizA=(2 —1 —1 1| el mismo, en el caso de que
2 2 0 3 la matriz tenga mas filas que
PRIMERO. Si 3., = 0, Se intercambia la primera fila con alguna fila cuyo primer elemento Collrns p0geron et

el proceso calculando el rango

sea distinto de cero, si existe. Se realizan operaciones en todas las filas, menos
de su traspuesta.

en la primera, para que el primer elemento de cada una de ellas sea cero.

-2 2

0 —2 24 2 =1 =1 1 10

(2 -1 1)% (o 2 2 4) Rango | ; _,|=

2 —2 0 3 2 -2 0 3 1 —3
El primer elemento de la segunda fila ya es cero. Se hace cero el primer elemento de la — Rango (*2 1T 7 1)

- 2 0 —2 -3
tercera fila.

2 =1 -1 1 2 -1 =1 1

0 =2 2 4 F—F._F 0 —2 2 4

3— I'3 1

2 2 0 3/ —— \0 —1 1 2
SEGUNDO. Se comprueba que a,, # 0. Si no lo fuera, habria que intercambiar esta fila
con alguna cuyo segundo elemento no sea cero, si existe. Como en el paso anterior,
se hace cero el segundo elemento de cada fila, excepto el de la primera y segunda fila.

2 =1 =1 1 2 =1 =11

0 -2 2 4 Fo—oF— F, 0 —2 2 4

0 —1 1 2) — \0 0 0 0
TERCERO. S€ repite el mismo proceso para el resto de filas de la matriz inicial hasta
obtener una matriz en la que todos los elementos por debajo de su diagonal sean ceros.
El numero de filas no nulas que tiene la matriz es el rango de la matriz.
En este caso se obtienen dos filas no nulas — Rango (A) = 2.

ACTIVIDADES
23. Usa el método de Gauss para hallar el rango de Ay B. 24. Calcula el rango de la matriz A' - B — Cten funcion
-1 2 1 3 1 4 3 del parametro m.
A= 3 —1 4 =2 IBE=S{=20—1 0 2 = 3 —2 4 —1
(1 3 6 4) (1 2 —2) A:<1 o) B:(o 5) C:(z m)
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Date cuenta

a Si una matriz no es cuadrada,
no tiene inversa.

Se escribe asi

Una matriz es invertible cuando
existe su matriz inversa.

ACTIVIDADES

25. Dada la matriz A = @ 1) se pide:

a) Calcular A~" mediante la definicion.

b) Comprobar que (A7)t = (A~

20

ﬂ Matriz inversa

La matriz inversa de una matriz cuadrada A de orden n es otra matriz A~!
del mismo orden que cumple que:

A-A'=1, A'A=1,
siendo I, la matriz identidad de orden n.

Las matrices que tienen matriz inversa se llaman matrices regulares
o invertibles, y las que no la tienen, matrices singulares.

EJEMPLO
. . . . -3 4
m Determma3|algunadeestasmatrlcesesla|nversadeA=< 1 _1>.
1 —1 0
—1 2 1 4
w33 mesft 2w ane(
0 5 =5

a) La matriz B no puede ser una matriz inversa porque no es cuadrada.
b) La matriz C no puede ser la inversa de A porque tienen érdenes distintos.

¢) La matriz D es cuadrada y tiene el mismo orden que A. Se comprueba si es
la matriz inversa de A.

A.Df(% 4)_(1 4)7 —3-1+4-1 (=3)-4+4-3 7(1 0)
V1T =1\ 3\ ED T 1A+ (=13 N0
K Por tanto, la matriz D es la matrizinversade Ayaque A -D = |. )

Solo las matrices cuadradas pueden tener inversa, sin embargo, no todas las ma-
trices cuadradas tienen inversa.

Una matriz A cuadrada de orden n solo tiene inversa si Rango (A) = n.

Propiedades

= La inversa de la matriz inversa es la matriz original.
ANHYT=A

= La inversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas de las
matrices cambiando su orden.

(A-B'=B"-A"

= La inversa de la traspuesta de una matriz es igual a la traspuesta de la matriz
inversa.
(AT = (AT

26. Comprueba que la matriz (_g _1) es invertible.

. (=2 —1
27. Comprueba que la inversa de la matrlz( 3 2) esella
misma.



Método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan para hallar la matriz inversa consiste en
convertir la matriz inicial en la matriz identidad utilizando transformaciones
elementales. Aplicando las mismas transformaciones a la matriz identidad
obtenemos la matriz inversa.

©

*)

2 1 2
Calcula, si es posible, la matrizinversade lamatrizA=| 4 -3 —1).
—6 4 =2

PRIMERO. Se escriben la matriz Ay la matriz identidad del mismo orden que A separadas
por una linea. Si a;; = 0, se intercambia la primera fila con alguna fila cuyo primer
elemento sea distinto de cero.

Como a;; = 2 # 0, no se intercambian filas.

SEGUNDO. Se realizan operaciones en todas las filas, menos en la primera,
para que el primer elemento de cada una de ellas sea cero.

2 <1 2|1 00\ . _, , (2 -1 2/ 100
4—3—1010%3“»0—1—5—10
—6 4 —2|0 0 1/ =B o 1 4] 3 0 1

TERCERO. Se comprueba que a,, # 0; Si no habria que intercambiar la fila con alguna
fila posterior cuyo segundo elemento sea distinto de cero. Se opera para hacer cero
el segundo elemento de cada fila, excepto el de la segunda fila.

(2 -1 2 100)%(2 o 7| 3 —1 o>
0 -1 —=5|-2 10 B 0 -1 —5|— 10
o 1 4| 30 1L=BFE N9 o 1] 1 11
CUARTO. Se repite el mismo proceso para el resto de filas de la matriz inicial.
Fi=F + 7F;
2 0 71 3 —1 0 ﬁ? 2 0 0] 10 6 7
0 —1 —-5|-2 1 0] =2—2"5 (0 —1 0|—7 —4 —5
0 0 — 1 11 0 0 — 1 1 1
quinTo. Se divide cada fila entre el elemento que figura en su diagonal.
7
1 L
2 0 0|10 6 7\ A=A [T O OS5 35
0 =1 0|7 —4 —5|—F——r 01 0| 7 4 5
o 0o =1 1 1 1 g——f 00 1]-1 —1 —1

sexTo. LOS elementos que figuran a la derecha de la linea forman la inversa
de la matriz inicial.

Matrices

Recuerda

Las operaciones elementales
gue se pueden realizar para
hallar la matriz inversa son
las mismas que para el calculo
del rango de una matriz.
= |ntercambiar entre si la fila /
por la fila .
Fi < F;
= Sustituir la fila / por el
resultado de multiplicar o
dividir todos sus elementos
por un nimero a # 0.
Fi = aF;
= Sustituir la fila /o la fila j
por la suma de ambas,
multiplicadas por nimeros a
y b no nulos.

F,' = aF,' + DF/

Se escribe asi

Para expresar la matriz inicial
y la matriz identidad en

el método de Gauss-Jordan
Se escribe:

ATl

Al utilizar ese método realizamos

esta transformacion:
All) = (AT

ACTIVIDADES

28. Determina por el método de Gauss-Jordan la inversa
de estas matrices y comprueba que las matrices
resultantes son efectivamente sus inversas.

a=(3 73 53 &)

29. Calcula, mediante el método de Gauss-Jordan, la inversa
de estas matrices.

1 0 —1 0 1 2
A= 2 —1 1 B={1 —1 1
—1 0 2 2 10

21



Ecuaciones matriciales

Una ecuacién matricial es una ecuacion en la que todos sus términos son matrices.

Para resolver una ecuaciéon matricial hay que despejar la matriz incégnita median-
te las operaciones con matrices.

©

*)

2 —1
Dadas las matrices A = (0 _1)y B = (_? _3) resuelve la ecuacion AX = B.
PRIMERO. Se despeja X multiplicando por A" por la izquierda.

L
AX=B->AAX=ABA A=, [x—A B> X=AB

SEGUNDO. Se calculaA™".

—F — 1
2 71‘1 o\-F=F=Fs o 0‘1 N\ A=of (1 o]+ -2
0 —1/0 1 0 —1l0 1) F=——F 2 2
==K \0 1]0 —1
11
Al=1|2 2
0 —1
TERCERO. Se resuelve la ecuacion.
17 3
— a1 — S— 0 2\_ 5 &>
X=ATB-o>X=|2 2\ 5)=|2 2
0 -1 1 1
Recuerda >
m El producto de matrices no
cumple la propiedad :J
conmutativa; por tanto, no es lo
; e 1 . 2 —1 0o 2 L,
misme multiplicar porIA por Dadas las matrices A = ( . )yB = (_ _ ), resuelve la ecuacion XA = B.
la derecha que por la izquierda. 0 —1 1 —1
A 'B # BA™ ) L
PRIMERO. Se despeja X multiplicando por A" por la derecha.
. =1 =
XA=B - XAA T =BA 1 AA L xi=Ba T 5 x=BA"
SEGUNDO. Se calcula A~"y se resuelve la ecuacion.
La matriz A~" es la misma que la del apartado anterior.
1 1 0 —2
X=BA "> X = (7? f)(? _5) = (_l i)
0o -1 2 2
ACTIVIDADES
30. Dadas Ay B, calcula la matriz X tal que A - X = B. 31. Dadas las matrices Ay B, resuelve la ecuacion X - A = B.

11 1 2 —1 -1 1 3 12
A= 2 0 —1 B=| 1 1 A= 100 B=(O 0 1).
-1.0 1 -1 2 -1 1 2
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Matrices

©

*)

Resuelve la ecuacion AX + 3B = Ccon las matrices A, By C, que son las que
aparecen a continuacion.

T -1 - 2 -2 0 —3 0 2
A=[—1 1 0 B=|0 —1 2 c=|- 2 1
2 — 0 T -1 0o —2 —1

PRIMERO. Se despeja la matriz X.
AX+3B=C->AX=C—3B
LA =
SATAX=AT(C —38) AL x=a"(C — 3B)

SEGUNDO. Se calcula la matrizA™".

17 =1 =111 0 0 B 17 -1 1] 100
~1 1 oo 1 o] ==Lt 0 | 110
2 =1 0l0 0 1 B=HE"% 0 1 2]|-2 0 1
7 =1 =1 10 0 1 =1 —1] 10
F, & F3
0 1l 11 0] —==510o 1 2|-2 0 1
0 1 2|-2 0 1 0 0 —1] 1 1
1 1 1] 10 0\—=FFF 00 111 0 1
0 1 2|-2 0 1 01 2|-2 1
0 —1l 110 00 —1] 110
Fi=F +F
170 1]1-10 \=—/—-5/10 0[0 1 1
F,=F, + 2F,
01 2|—2 0 1=—2"3>101 o0l0 2 1
00 —1] 110 00 =111 1 0
170 0]0 1 1 1700 0 11
o1 ofo21 ._ . (o710 1
00 11110 —/——W0o0 11 -10

0 171
A'=| 0 2 1
-1 =1 0
TERCERO. Se resuelve la ecuacion.

—3 0 2 2 =2 0 -9 6 2
C—3B=|—1 2 11—3-{0 —1 2]={—1 5 =5
0 —2 —1 [ -3 1 2

0 T 1 -9 6 2 —4 6 —3
X=A'C—-3)=(0 2 1]-|-1 5 —5|=|-5 1M1 -8
-1 =1 0 -3 1 2 10 —11 3

ACTIVIDADES
32. Resuelve matricialmente la ecuacion At - X — B = 0, 33. Determina una matriz X que cumple la ecuacion
Si A'y B son estas matrices. X - A + A = 2A? sabiendo que A es la siguiente matriz.
0 0 1 3 4 1 1 1
A=(1 0 O B=|5 6 A=| 0 2 1
0 1 0 1 2 -1 -2 -2
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Operaciones con matrices Operaciones con matrices
Determinar matrices que cumplan una cierta Calcular las constantes que hacen que
condicion se cumpla una igualdad entre matrices
Determina todas las matrices diagonales que Calcula m y n para que se cumpla la igualdad

. 2 1 mA? + nA! = 2I, teniendo en cuenta que / es la matriz
conmutan con la matriz A = (_ 1 0). -
identidady A = (1 1).
PRIMERO. Se determina el tipo de matrices que cumplen
la condicion. PRIMERO. Se efectlian las operaciones del primer y segundo
Las matrices, B, que buscamos tienen que cumplir lo siguiente. miembros de la igualdad.

= Son matrices diagonales. . (1 — ) <1 —1>
mAs =m- o
fan 0 11\
B=1o B :m‘(O —2>:<20 —2n(7)>
: m
= Conmutan con la matriz A. 21 10
A-B=B-A nAf=n-< >:<n n)
-1 1 —n n
SEGUNDO. Se impone la condicion del problema. o2 (1 0) (2 0
A_B_( 2 1)_(&;11 o>_<2a11 a22> ““ o 1Y Vo 2
~\—1 0/ \0 ayp \—an O
SEGUNDO. Se impone la condicion que se indica en el problema.
B.A:<6n 0)( 2 1):(2% aﬂ) mA? + nAt = 21
0 axn/ \-1 0 —adn 0
A-B=B-A <O —2m>+<n n):2 0
2m 0 —Nn n 0 2
<2311 322) _ ( 24y a11>
—an 0 —an 0 < n —2m + n) (2 0
_ _ 2m —n n “\o 2
TERCERO. Se igualan las matrices, elemento a elemento,
y se resuelve el sistema de ecuaciones resultante. TERCERO. Se igualan las matrices, elemento a elemento,
2 11 y se resuelve el sistema de ecuaciones resultante.
dyp = dn n=2
—an = —ax —om+n=0|1=% —2m+2=0->m=1
0="0 2m—n =0
La primeray la cuarta ecuaciones se pueden eliminar porque n=2

son igualdades. - » . .
g Se elimina la cuarta ecuacion porque es igual a la primera.

De la segunaa y tercera ecuaciones se obtiens que: De las dos primeras ecuaciones se obtiene la solucion m = 1

Az = dn _ yn=2.
B — dn = dn , i "
811 = —ax Se comprueba si esta solucion es valida para el resto de
La inica condicion seria que los elementos de la diagonal ecuaciones. Si nollo fuera, el sistema no tendrfa solucion
sean iguales @ = a). y, en consecuencia, el problema tampoco.
Por tanto, las matrices que cumplen la condicion pedida om—n=0-0=L1=2, 54 _2=0
son del tipo:

La solucion es valida; por tanto,m = 1y n = 2.
B = (k O) dondek € R

0 K
PRACTICA
PRACTICA 35. Calcula los valores de a y B tales que A*> = aA + BI.
34. E tra | trices Ay B cuadradas de orden 2 1o 0
. Encuentra las matrices Ay B cuadradas de orden LamatrizAesA=[0 —4 10l
que cumplan que:
10 0o -3 7
= Su suma es la matriz identidad de orden 2: (0 1).

= Al restar a la matriz A la matriz B se obtiene

o = O
- O O

1
P Lamatriz/esI=|0
la traspuesta de la matriz <3 4). 0
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Matrices

Operaciones con matrices

Calcular la potencia de una matriz

R T,
2 2
Dada la matriz A = g —% 0|, calcula A™",
0 0 1
PRIMERO. Se calculan A%, A3, A%...
B £ O A £ T 18
2 2 2 2 2 2
A2=A-A = ﬁ _1 0]l - ﬁ _1 OZ,E _1 0 Ab=A3-A=]-A=A
O O 1 O O 1 O O 1 A6:A5.A:A2.A:A3:/
AT=AA=]-A=A
—% \/2§ 0 —% —@ 0 AB=AT-A=A A=A
A=A A=A A=A=]
- /3 ] 5 ’ 1700
A=A A=|——7FF —— 0|-|—— —= 0/=[0 1 0f]=
2 2 2 2 00 1
0 0 1 0 0 1
SEGUNDO. Se deduce una regla general en la que se pueda relacionar el exponente con los elementos de la matriz.
= Sj el exponente es multiplo de 3 —» A¥ = |
= Sjelexponente esdelaforma3n +1 - A¥ 1= A
= Sj el exponente es de laforma3n + 2 - A% F2 = A?
TERCERO. Se aplica la regla general para calcular la potencia pedida.
Como 101 = 3 - 33 + 2, es decir, es de la forma 3n + 2
1 V3
72 =2 °
PRACTICA 11 1
101 — 3-33 2 2 2 \/§ 1 0
S AR SRR AR S S 36. Dadalamatriz A= (0 1 0 | calcula A”.
0 0 1 001

Operaciones con matrices

Comprobar propiedades de algunas matrices

Sea una matriz M de dos filas y dos columnas tal que verifica que M?> = M.
Comprueba razonadamente que la matriz P = I — M cumple la relacion P? = P.

PRIMERO. Se desarrollan las operaciones que se indican en la igualdad.
PP=(—-—M2=(—M:-(—M=I>—IM—MI|+ M>?>=]|—2M+ M?

SEGUNDO. Se imponen las condiciones del enunciado al resultado.
M?=M—->P=]|—2M+M>=|—-2M+M=|—M=P

PRACTICA

37. Sea una matriz M de dos filas y dos columnas tal que verifica que M? = M. Comprueba razonadamente
que la matriz P = | — M cumple la relacion PM = MP = 0, siendo 0 la matriz nula de orden 2.
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Operaciones con matrices Matriz traspuesta

Resolver problemas utilizando matrices Determinar elementos para que una matriz
sea ortogonal

La siguiente matriz expresa el precio unitario, en euros,

al que le sirven a un restaurante tres productos, P,, P, Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal
Yy P;, desde dos empresas distintas, E; y E, si cumple que Af- A = I, donde I denota la matriz
6 5 identidad y A! es la traspuesta de la matriz A.
A= (5 8) Determina los valores de a y b para los que la matriz
9 7 a —a b
Utilizando las operaciones matriciales, determina a qué A= (a a 0) sea ortogonal.
empresa encargarias cada uno de los siguientes pedidos. 0 b
a) Pedido de 8 unidades del producto P;, 5 unidades PRIMERO. Se impone a la matriz la condicion de que sea
del producto P, y 12 unidades del producto P;. ortogonal.
b) Pedido de 10 unidades del producto P,, 15 unidades a a 0\ /a —a b 170 O
del producto P, y 7 unidades del producto Ps. At A = > (—a a b) . (a a 0) —lo 1 0
b 0 —1/ \0 b —1 0 0 1

PRIMERO. Se interpreta la informacion que proporcionan

las matrices. (282 , z‘i . gb b) 700
= a —ab — =|{0 1 O
Empresas = E;, E
i1 iz ab —ab—>b b?+1 0 0 1
6 5\ - Precios del producto P, en cada empresa SEGUNDO. Se igualan las matrices, elemento a elemento,
A =[5 8= Precios del producto P, en cada empresa y se suprimen las identidades y las ecuaciones repetidas.
9 7/ — Precios del producto P; en cada empresa
2a% =1 0="0 Q=70
a) B=@ 5 12 — Unidades pedidas de cada producto 0=0 282+b2=1 — =7
b) C = (10 15 7) — Unidades pedidas de cada producto ab=0 —-ab—-b=0 241 =1
SEGUNDO. Se realizan las operaciones que resuelven TERCERO. Se resuelve el sistema de ecuaciones resultante.
el problema y se interpreta la solucion. Se obtienen de las primeras ecuaciones los valores de a y b.
Precio total del pedido en E;
6 5 + 232:1%32:%—>a:iL:ig
a)B-A=@®@ 5 12-(5 8|= (181 164) 2
9 7 V2
Precio total del pedido en E, & =z iy
: . ab =0 b=0
El pedido sera méas barato en la empresa E,.
Precio total del pedido en £, De la primera 'y Ia\/tiarcera ecuaciones s\eﬁ obtienen las
6 5 : _ _ __NZ2
b)C-A=(0 15 7)-[5 8|=098 219 soluciones a = > .b=0ya= > .b=0.
o7 ba si lucic alid | d
Pl 68 et EnE, Se comprueba si esta solucion es valida para el resto de
El pedido sera mas barato en la empresa E,. ecuaciones. Si no lo fuera, el sistema no tendria solucion.
V2 \ 2
282+ b?2=1->2-({— | +0°=1->2-==1
PRACTICA 2 4
38. La siguiente matriz expresa los precios unitarios, V2
en euros, de cuatro articulos A, B, Cy D procedentes —ab—b=0=— iT 0-0=0

de las fabricas F,, F,y Fs.
PP+1=1>0+1=1

34 40 46
1 8 12 Las soluciones son validas; por tanto,
P=

23 27 32 a=£,b=0ya=—£,b=0.

25 21 30 2 2
Si un pedido es repres,entado por una matriz fila PRACTICA
C=(x y z 1,iquérepresentacadauno x 1
de los elementos del resultado del producto CP? 39. Halla las matrices de la forma A = <y 0) tales que:
Si queremos comprar 25 unidades de A, 30 de B,
60 de Cy 75 de D, ;cuél de las fabricas nos . ( 2 —2)

. . A-A =

ofrece mejor precio? —2 4
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Matrices

Rango de una matriz

Calcular el rango de una matriz que depende de un parametro

1 0 m
Discute, en funcion del parametro m € R, el rango de la matriz A = (m 0 —1).
2 -1 1

PRIMERO. Se aplica el método de Gauss para calcular el rango de la matriz.
o om (10 m 10 m
m 0 —1 %’ 0 0 —1—m? T 0 —1 1—2m
2 -1 1)—=—""5\0 -1 1-2m 2 o 01—
SEGUNDO. Se estudia el nimero de filas no nulas que tiene

la matriz dependiendo de los valores del parametro.
= |a primeray la segunda fila son siempre no nulas. PRACTICA
= latercerafilaesnulasi—1 —m?=0 - m?=—1.

No tiene solucion para ningln valor de m € R. Por tanto,
la tercera fila nunca es nula.

3 2—a 3 3+a

_ estudia, en funcion del parametro g, el rango
Rango (A) = 3, para cualquier valor de m € R. de la matriz.

4 -1 -2 1
40. DadalamatrizA = —2 -3 -8 =7 |,

Matriz inversa Ecuaciones matriciales

Calcular la inversa de una matriz que Resolver un sistema de ecuaciones matriciales
depende de un parametro

Sean las matrices A = (3 1 0) yB = (3 4 2).

1 a a 2 15 2 1 8
Di cuando es invertible A=| 1 a 1 ) Halla las matrices X e Y que verifican el sistema
E 3X+Y:A}
PRIMERO. Se calcula el rango de la matriz. 4X + 2Y = BJ’
1 a a F—F _F 1 a a PRIMERO. Se resuelve el sistema.
o] e 0 1-a X+ Y =A] —256X +2Y = 24
a—1 g 2/ FB=FR-@-NF 2 e = }—> = }
>0 et —attat2 AX+2Y =B AX+2y =B
1 a a 2X =2A -8B
——— |0 —@a*+2a —a’+a+2 1 3
Bef Ao 0 1—a X=A=B—>Y=—24+—8

Se estudian los elementos de la diagonal.
SEGUNDO. Se calculan X e Y.

= Enlatercerafilasit —a=0->a=1 3
= En la segunda fila si —a®> + 2a = 0 y <3 1 o) 1 (3 4 2) |2 -1 =1
o a=0 “\2 15/ 2\2 1 8/ a1
ac+a=0-— {a -9 ! 2 !
= Enlaprimerafila1 # 0 3 i 3
Por tanto: Sia =1 — Rango (4) = 2 Y:—2-(3 1 O>+§‘<3 4 2>: 2
Sia =0 — Rango (4) = 2 2 15 21218 |\_, _1,
Sia =2 — Rango (4) = 2 2
SEGUNDO. SO0 existe la inversa si su rango es igual a su orden. PRACTICA

Sia=0,8=10a = 2 — No existe inversa. .
42. Halla las matrices Xe Y, cuadradas de orden 2,

PRACTICA ) 2X+Y=A" .
k+ 1 1 1 que resuelvan el sistema X—y= Al siendo
41. Dicuandoesinvertible M=| 0 k—2 1 | A= <1 3)
0 k—2 —k ~\2 5/

27



ACTIVIDADES

Matrices. Operaciones con matrices

52.

53.

28

. Escribe dos ejemplos de distinta dimension para cada tipo

de matriz.

d) Matriz identidad.

e) Matriz triangular superior.
f) Matriz triangular inferior.

a) Matriz fila.
b) Matriz columna.
C) Matriz diagonal.

. Determina la matriz triangular superior de orden 2 cuyos

elementos de la diagonal principal son 1,y la suma
de todos sus elementos es 6.

. Determina los valores de x e y para que estas matrices

sean iguales.

12 x+3 2y
A‘(3 X —4) B‘<3 2y —5 —4>

. Dadas las matrices A = (1 ! 3)yB = (3 -1 0),

2 11 4 2 -3

calcula.

a)A+B by A—B cA—2B d) 2A + 3B

. Sean las matrices Anxn, Bmxp Y Cpxn- Determina

la dimension de las siguientes matrices.
a) A-B c)B-C e)B-C+A
h) A-C d) C-A! fyB-A—cC

. Sean las matrices A,xs, Bsxa, Caxa Y Daxs. Determina

la dimensién de estas matrices.
a) A-C c)C-D
b) At- B! d B-A

e) Ct-Al- Bt
f) (C'+ D)-A!

. 2 —1 2 1 —1
. Dadas las matrices A = (1 0)yB = (3 2 1),

calcula.

a) A-B b) B -A c) A?

. Comprueba que cualquier matriz de orden 3 cumple

que (A) = A

. Comprueba que una matriz cuadrada que verifique

a; = I — j es antisimétrica. Escribe una matriz de orden 3.

Consideremos estas matrices.

—1 1 5
2 —4 -2 1 5
A= 7Y s=(2 1Y) ( : )

1 =3 =2
Realiza, si es posible, los siguientes productos.
a) A-B b) B-A c)B-C d) C-B

Se consideran las siguientes matrices.

1 -3 2 -3 1 g8 —1
A‘(3 1) B_(1 0 1) c—(g g)
Calcula, si es posible, estas matrices.
a)A-B-C c)B-A—C e) At C!
by A-C'+ B dB-C-A f) B'- C

56.

57.

58.

59.

61.

62.

63.

64.

. Comprueba que estas matrices son conmutables.
2 1 2 3
A= (—1 0> b= (—3 —4)

. Encuentra la expresion general de todas las matrices

que conmuten con la matriz A = ((1) ])

Dada la matriz A = (_] g) encuentra una matriz B

que conmute con la matriz A, que sea triangular superior
y cuya suma de los elementos de su diagonal principal
sea 2.

Dadas las matrices A = (_? g) yB = (; 2) realiza
lo siguiente.

a) Comprueba que Ay B conmutan.

b) Determina la expresion general de todas las matrices
que conmutan con A.

Sea C el conjunto de todas las matrices de la forma
C= (_z g) tales que a, b € R. Demuestra que dos

matrices de este tipo son siempre conmutables.

Sea M el conjunto de matrices de nimeros reales

Z), cona’+ b>=1.

Demuestra que si se multiplican dos matrices
cualesquiera de M, se obtiene como resultado otra matriz
perteneciente a este mismo conjunto. Es decir, siA € M
y B € M, entonces se verificaque A - B € M.

a —
de la forma ( b

. Determina el valor de t para el que se cumpla esta

condicion.
3 -1y 1 -1 4 —4
(2 4)”'(2 3>_<8 5)

Determina los valores de x, y y z para que se verifique
la siguiente igualdad.

0 3)=s0 )

Calcula el valor de x para el que se verifica lo siguiente.

X2+3 1_1’<4—4x 2)
—2 3/ 2 —4 6

Calcula el valor de x para que se cumpla la siguiente
igualdad.

Y H C R B ()

Encuentra un namero real A # 0y todas las matrices B
de dimensién 2 X 2 distintas de la matriz nula que
cumplan lo siguiente:

o V=5 3



Matrices

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

76.

Determina todas las matrices A de orden 2 antisimétricas
que verifiquen la condicion A* = 16 - 1.

Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden 3

y A es una matriz diagonal, ¢podemos asegurar

que Ay B cumplen la propiedad conmutativa para

el producto? ;Como deberia ser A para que lo fuesen?

. 11 .
Dada la matriz A = <2 1), calcula las matrices B tales
queA-B=B:-A.

Halla todas las matrices M de la forma (Z ta’) que

cumplen la ecuacién M2 — 2M = 3/, donde / es la matriz
identidad.

Determina los valores de m para los cuales la matriz

_(m 0\ .. , (1 0
X = (0 2)verlflque X2—4X+ 1= (0 _3), donde /
es la matriz identidad.
Considera las matrices:
1 X 0 1
A‘<2 1) 5 _<1 2)

Halla el valor de x para que se cumpla esta igualdad.

8 8
2 2 —
ATHBT= (6 12)

Comprueba que se verifica la propiedad (A - B)Y = B! - At
para estas matrices

2 17 —1

a=(l Y B=(3 » o)
0o —1 1
17 29

—-10 —17
de my n para los que se cumple que (/ + A)® = mi + nA,
donde / es la matriz identidad.

Dada la matriz A = < ) calcula los valores

Encuentra los valores de a y B que verifican la ecuacion
A 4+ a-A+ B-1=0,sabiendo que I es la matriz

. . 2 1

identidad de orden 2y que A = (1 2).

Halla una matriz B sabiendo que su primera fila es (2, 0)

y que verificaque A-B = (g %) siendo A = <_; 0 2)

. Comprueba si las siguientes matrices cumplen

la propiedad conmutativa para el producto.

11 —1 1 -1 0
A=(—1 1 1 B={—1 1 1
2 2 2 1 -1 0

Determina todas las matrices A antisimétricas que
cumplan que A? = B, donde B es la siguiente matriz.

-5 -6 3
B=|(—-6 —10 -2

3 -2 —13

1 0/

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

Considera las siguientes matrices.

2 1 0 1
A= 1 0 —1 B={(-3
-1 1 0 2

2 0

0 1

1 1

a) Calcula (A + B>

b) HallaA? + B>+ 2-A-B.

€) ¢Qué deberian cumplir Ay B para que se verificase que
(A + B? =A%+ B>+ 2- A - B? Razona la respuesta.

Encuentra todas las matrices posibles de la forma

a b o 5 2 0
¢ d 0]|queconmutenconlamatrizf2 5 0|
0 0 1 0 0 1

De entre todas ellas, determina aquella cuya suma
de los elementos de la diagonal principal sea 5
y donde a1 = —an..

m 1 0
Encuentra las matrices X = (0 a 0) que verifican
0 0 s

la condicion X? = I, donde I es la matriz identidad.

Sea lamatriz A = (; ?) Calcula A*.

Dada la matriz A = (1 _1) obtén la matriz

0
T, =1+A+A+ .. +A"

De una matriz A sabemos que verifica la condicion

A? = 2A — |, donde | es la matriz identidad.
Determina la expresion general de la potencia n-ésima
de la matriz A.

. . 11 T -1
Considera las matrices A = (1 1>y B= (_1 1>~

a) Demuestra que Ay B son conmutables.
b) Calcula A"y B".

Dada la matriz A = (1 ?) realiza lo siguiente.

a) Halla todas las matrices B que conmuten con A.
b) Calcula la potencia n-ésima de A.
1 0 1

Dada la matriz A= (0 0 0), calcula las matrices
1 0 1

A% A%, A*y A®. Obtén, razonadamente, A" para n > 5.

Dada la matriz A = (3 g) calcula lo siguiente.

a) Todas las matrices M que conmutan con A.

b) A*y A"

Considera las matrices M = (8 g) yVv = (3 1) con
a, b € R. Calcula lo siguiente.

a) M",.conn=1,2,3...

b) Todas las matrices M que verifiqguen que M'® = V.
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ACTIVIDADES

_;) determina:

88. Dadalamatriz A = <1

a) Las constantes my n tales que A> = mA + nl, donde
I es la matriz identidad.

b) A3, utilizando solo la expresion del apartado anterior,
y sin calcular A% ni A%

89. Se dice que una matriz cuadrada es idempotente cuando

cuando A2 = A.

a) Escribe algun ejemplo de matriz cuadrada de orden 3,
distinta de la matriz unidad y de la matriz nula, que sea
idempotente.

b) Calcula el valor de m para que la matriz A = (;17 7;)
Sea idempotente.
m
0

C) Encuentra todas las matrices del tipo (,17 ) que sean
idempotentes.

90. Dada una matriz cuadrada A, se define su traza, Tr(A),
°** como la suma de los elementos de su diagonal principal.

a) Demuestra que para dos matrices cuadradas
cualesquiera Ay B se verifica que Tr(A - B) = Tr(B - A).

b) Aplica el resultado anterior para calcular a, sabiendo que

) 7 5
las matrices A y B son cuadradas y que AB = ( )

g 5 15
a
o=z 9

91. Una matriz cuadrada es nilpotente cuando alguna

°*" de sus potencias es la matriz nula. En el caso de que n
sea el menor entero positivo tal que A" = 0, se dice
que A es nilpotente de grado n.

a) Demuestra que la siguiente matriz es nilpotente

de grado 3.
1 1 3
A= ( 5 2 6)
-2 —1 -3

Es decir A2+ 0y A® = 0.

b) Encuentra todas las matrices B = (8 g) nilpotentes
de grado 2.

Rango de una matriz

92. Calcula el rango de las siguientes matrices.
L]

1 -5
a)A:(z 1)

(9 6
me=(;
10 1
ogc=[0o 10
710
0 0 1
dp=[2 4 0
12 2

30

se cumple que su cuadrado es igual a ella misma, es decir,

923.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

Halla el rango de estas matrices.
1 2 3
a k= <72 —4 2)

4
b) F= (—1 —2)
2 5

—1 2 1 3
aoG=|3 -1 2 =2

1 3 4 4

. Calcula el rango de esta matriz

-1 -2 —4 -5
4 5 6 7
3 -1 —2 -3
5 3 6 7

A=

Calcula el valor de a para que la matriz tenga rango 2.

a 1 3
A=(0 3 O
17 3 1

Calcula el rango de la matriz A segln los valores
del parametro m.

3 1 m
A=|—-1 2 0
1 1 6

a at+3 a+4
SealamatrizM ={a a+5 a+ 6| Discute surango
a at+7 a+38

en funcion del parametro a.

Calcula el rango de la siguiente matriz en funcién
del parametro m.

—1
-2 1 — —4
2
A=| 4 -2 1 8
3
6 —3 — m
2
17 1 1
ConsideralamatrizA =|0 1 1| Calcula el rango
0 0 1
de la matriz A". ; Depende el rango de n?
d a a
SealamatrizA=| b d 3| dondea,b,cyd
c—4 ¢ d

son numeros reales.

a) Determina los valores de @, b, ¢y d para los que
la matriz A sea antisimétrica.

b) Sia = b = ¢ = 0, determina el rango de A en funcion
del pardmetro d.

Calcula el rango de la matriz A segln los valores
del parametro a.

1 1 a
1 3 -2
A=la+2 0 a
a 0 2a



Matrices

Matriz inversa

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

Calcula la matriz inversa de estas matrices.

1 -5
a A= (—1 6)

-3

. (1 _ (-3 4
Dadas las matrices A = (0 1)yB = ( 1 O), calcula.

a) AlyB! b (A-B)"
Comprueba que se cumpleque (A-B)'=B""1-A""

Dada la matriz A = <_2 _g>, calcula.
a) AT h) (AH)~"

Comprueba que se cumple que (A~ = (AH) ™,

Dadas las matrices A = <_11 5) yB= (_(1)
a) (A7) b)B~'-B

¢Se cumplen estos resultados para cualquier matriz?

Determina todas las matrices de la forma A = (i ?)

tales que A~' = 2/ — A, donde I es la matriz identidad
de orden 2.

Se dice que dos matrices cuadradas de ordenn, Ay B,
son semejantes, si existe una matriz invertible M tal que
B=M"-A-M, donde M~ es la matriz inversa de M.

Determina si son semejantes estas matrices.

R

Considera una matriz cuadrada A que cumple
la ecuacion A2 — 3/ = 2A, donde / denota la matriz
identidad.

a) Estudia si existe la matriz inversa de Ay, si es posible,
determina A~"en funciébnde A e .

. . X
b) Determina todas las matrices A de la forma ( i)
que cumplen la ecuacién A2 — 31 = 2A.

Sabiendo que la inversa de una matriz A es (; f)

. . 2 4 .
y la inversa de la matriz AB es (5 3), determina
la matriz B.

Dada la matriz A = (_21 (1)) realiza lo siguiente.

a) Determina el conjunto de todas las matrices que
conmutan con la matriz A.

b) Calcula A"y deduce de esta expresion A~".

_2> calcula
3) calcula.

111.

112.

113.

114.

115.

. . (a b . .
Considera la matriz c d como una matriz genérica
de orden 2.

a) Determina la expresion genérica de su matriz inversa.

b) Razona para qué casos las matrices de orden 2
son invertibles.

Calcula A~"y A", siendo A una matriz de orden 3
con todos sus elementos nulos excepto
1

A1 = dpz = d3zp = 5

Si una matriz cuadrada A verifica que A2 + 7A = |,
siendo / la matriz unidad, calcula A~" en funcion de A.

1 0 0
DadalamatrizA = |0 B calcula.
V2 V2 f
a b c

a) Las constantesa, by ¢ para que se cumpla
que At =A""

b) La matriz A* para los valores de a, b y ¢ obtenidos.
. . 1 1

Considera la matriz A = P

a) Comprueba que A% = 2I.

b) CalculaA™".

c) HallaA™vy lainversa de A™.

Ecuaciones matriciales

116.

117.

118.

119.

Despeja la matriz X en cada una de las siguientes
ecuaciones matriciales.

a) AX=B8B e) A7'X =8
b) XA =8B f) AXB=C
) AX+B=C g) AIX =18
d AX+A=8B h) AXA = A2 + |

. 3 —1 1 —1
Dadas las matrices A = <2 _5>yB = (2 7>,

determina una matriz X de orden 2 que cumpla esta
ecuacion.
X+A=B

¢De qué tipo es la matriz X obtenida?

Determina la matriz X que cumple la igualdad

2 1 -1 1
A+ X=2B,siendoA=| 3 2|yB=| 1 —1|
-1 5 0 2

: (2 3 (-1 =2
Dadas las matrices A = (_1 4) yB = (_3 _6>.

calcula la matriz X que cumple que 2A — 5X = B.
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120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

32

ACTIVIDADES

Considera las siguientes matrices.

17 0 1 010
A=(0 0 O B={1 1 1
17 0 1 0 10

Determina una matriz X que verifique esta condicion.
A—A2=A-B—X

Resuelve esta ecuacion matricial.
4 1_X_(1 2 0 -1\_(0 -1 2 1)
-1 0 2 -1 0 1) \1 0 -3 0
Encuentra una matriz X de orden 2 que cumpla que

A+X=AX+XA,dondeA=(? (1))

Resuelve la ecuaciéon matricial XA + AX = B, donde
(1= (0 =2
A‘(O 2)"3‘(1 1)'

Determina, si existe, una matriz D de orden 2 que verifique
esta ecuacion matricial.

5 3ol =03 73

Considera las matrices.
-2 0 0 8 2 6
A={(—1 1 0 B={0 —1 5
3 2 —1 0 0 —6

Calcula la matriz X que verifica la ecuacion AX = B.

Determina la matriz X que verifica la ecuacion
(X — I)'B = A, donde A y B son estas matrices.

2 -3 3 2 10
A=|—4 2 —4 B=|-1 0 0
0 —1 1

12 m

10 3 0
Dada la matriz A = (—5 2 1 ) realiza lo siguiente.
—4 3 1

a) Determina los valores de m para los que la ecuacion
AX — At = A tiene solucion.

b) Resuelve la ecuacion AX — A" = A param = 0.
1 3 -4 2 =2
Dadas A = <O 2)yB = (_3 3 3), calcula
una matriz X que verifique la ecuacién X + XA = B
. 7 1
Sea lamatriz A = (_1 0)'
a) CalculalamatrizA™".
b) Resuelve la ecuacion AXA = A2 + A.

Calcula la matriz X que cumple que XB + A = B + A?,
donde Ay B sean estas matrices.

10 0 170 0
A={1 0 0 B={2 1 0
10 0 3 2 2

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

Resuelve los siguientes sistemas matriciales.

0 3
1 —4
x—v=(3 7o)

b)X+3Y:<3 5)

2 3

4 —5
X—2Y7(3 _6)

a) 2X+Y:<2 1) 0) 3X+Y:(5 *1)

d) 2X+3Y:(71 5)

7 9 2 0
I 10
X+Y—(3 1) 3X—2Y—<4 72)

Encuentra las matrices A y B sabiendo que cumplen
las siguientes condiciones.

2 10

2 0 0

A+B=<
-1 0 2
-2 00
A2—AB+BA—B*=| 0 2 0
2 -1 0

Determina dos matrices, X e Y, que verifiqguen
las ecuaciones 2X + Y = Ay 3X + 2Y = B, sabiendo
que Ay B son estas matrices.

5= (11 25 0)

A_(s 12 7)
4 27 20 10 35

Sean A, By C las siguientes matrices.

1 2 1 —4 6 7
A= (—1 0> 5= (—2 —1) €= (—2 —5)
Calcula las matrices X e Y que verifican este sistema
de ecuaciones matriciales.

AX—I—BY:C}
AX =Y

5 0 -5 10 10 10
SeanAz( 0 5 0>yB=<20 0 20).
-5 0 5 0 30 O
Encuentra las matrices X e Y que cumplen las siguientes
ecuaciones.
2X+Y = A}
X—2Y=8B

Sean las matrices A y B siguientes.
AT (1 =2 —1)
A_<—u 2) B‘<3 0 2
1
a) Calculaelvalordepparaelque A" = EA'

b) Paraw = —3, determina la matriz X que verifica
la ecuacion At - X = B.

a+1 O)

Considera la matrizM = ( 1 _1

a) Halla los valores del pardmetro a para los que la matriz
M? + 3M no sea invertible.

b) Para el valor a = 0, resuelve la ecuacidon matricial
MX + M = 2I.
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143. Una cadena de hoteles posee tres hoteles en una
°°° determinada ciudad: Hotel Edén, Paraiso Hotel y Oasis

0 10
138. SealamatrizA=(0 0 1|
. AA] Spa. Cada hotel dispone de tres tipos de habitaciones:

100

a) Calcula A",
b) Halla la matriz X que verifica la ecuacion

4 3 2
AR AT ) —
X - (A4 4 A2 — A) (111).

139. Considera las matrices siguientes.

4 2 2
A= 2 a 1
-2 -1 0

1 2 3 4
B={(—-2 4 1 a
2 —4 —1 1
a) Estudia el rango de cada una de las matrices en funcién

del parametro a.

b) Paraa = 0, obtén la matriz X que verifica la ecuacion
AX = B.

Problemas con matrices

140. Escribe en forma de tabla el siguiente enunciado
°" yrepresenta los datos en forma de matriz.

E Una familia gasto en septiembre 400 € en comida
y 120 € en los recibos de agua, luz y gas, en octubre
gasto 500 € en comida y 180 € en agua, luz 'y gas; y en
noviembre, 350 € en comida y 250 € en agua, luz y gas.

141. Una empresa de autobuses tiene tres lineas: A, By C.
El lunes salieron 5 autobuses en la linea A, 3en la B
@ y 4 enla C. El martes salieron 2 autobuses en la linea A,
1enlaBy4enlacC.El miércoles salié 1 autobus
enlalineaA,3enlaBy5enlacC. Represéntalo en
forma de matriz.

142. Una empresa produce tres articulos: A, By C. LoS precios

de coste por unidad son 32 €, 46 €y 71 €,

:J respectivamente, y los precios de venta de cada unidad
son 53 €, 82 €'y 140 €. El nimero de unidades vendidas
anualmente de estos articulos es 2100, 1400y 900,
respectivamente. Determina la mattriz fila de costes por
unidad, la matriz fila de ventas por unidad, la matriz fila
de beneficios por unidad, la matriz columna de unidades
vendidas y el beneficio anual obtenido.

144.

de lujo, habitacion doble e individual. El Hotel Edén posee
6 habitaciones de lujo, 30 dobles y 10 individuales.

El Paraiso Hotel, 4, 50 y 10, respectivamente y el Oasis
Spa, 4, 50y 8. El precio por habitacion y noche

es de 120 € la habitacion de lujo, 80 € la doble y 50 €

la individual.

a) Recoge estos datos en dos matrices, indicando
qué significa cada fila y columna.

b) Expresa mediante una matriz los ingresos obtenidos
en una noche por cada hotel en el caso de que
estuvieran completos.

Una industria produce dos tipos de tornillos, planos (P)
y de estrella (E). De cada tipo hace tres modelos: L, M, S.
La produccion semanal de tornillos, expresada en miles
de unidades, se muestra mediante esta tabla.

Tipo L Tipo M Tipo S
Tornillos planos 2 7 4
Tornillos de estrella 3 5 6

El porcentaje de tornillos defectuosos del tipo L es del
4%, del tipo M es de un 2% y del tipo S es de un 1%.
Calcula matricialmente el nimero semanal de tornillos
planos y de estrella que no son defectuosos.

Una fabrica elabora dos tipos de productos, X e Y, que
vende a tres empresas A, B y C. Inicialmente distribuia
1000 unidades de cada
producto a cada una, pero
hoy la empresa A recibio
600 unidades de X y 300 de
Y; la empresa B recibid 400
unidades de X'y 800 de Y,

y la empresa C recibi6o 900
unidades de Xy 700 de Y.
Representa mediante una
matriz las disminuciones
porcentuales que se han
producido en la distribucion
de los productos a estas
empresas.
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¢PARA QUE SIRVEN LAS MATRICES?

Para calcular una ruta 6ptima entre
dos lugares diferentes

Cuando vemos un mapa con diferentes puntos de
destino y los caminos que podemos tomar para lle-
gar a cada uno, nuestro navegador trabaja con ellos
de la siguiente forma: representa los lugares como
puntos, que llamaremos vértices, y los caminos que
unen estos lugares como aristas que unen los vérti-
ces. Asi, el mapa que nosotros vemos con detalle, el
navegador lo ve como un croquis simple que se lla-
ma grafo.

Esta situacion se puede describir con una matriz
cuadrada de orden n, donde n es el numero de vér-
tices que tiene el grafo y cada elemento a; es el
numero de aristas que van del vértice I al vértice j.
Esta matriz se llama matriz de adyacencia del grafo.
La matriz del grafo anterior seria:

011 0
101 1
M=\1 1 0 o
010 0

El elemento jj de la matriz elevada al cuadrado ex-
presa el nimero de caminos de 2 aristas que existen
entre el vértice I y el vértice .

1

O - = O

1
0
1
1

[
O O~ =
O O~ O
— s N
O R W=
L SR
s O

Por ejemplo, hay 1 camino de dos aristas desde el
vértice 1 al vértice 4 y 3 caminos de 2 aristas desde
el vértice 2 al vértice 2.

M? expresaria los caminos de tres aristas, M* los ca-
minos de 4 aristas, y asi sucesivamente.

De esta manera el navegador calcularia todos los ca-
minos posibles y, sumando las longitudes de aristas,
podria obtener el camino més corto. De igual modo
lo haria para el camino mas rapido sumando los
tiempos de cada arista.

1. Si entre dos puntos del mapa, la carretera que
los une no es recta, sino que tiene 4 curvas
pronunciadas, ;cuantas aristas son necesarias
para senalarlas en el grafo?

2. Clasifica las matrices que aparecen en el texto,
segun su forma y la posicion de sus elementos.

3. Decimos que un camino es simple cuando
no pasa dos veces por el mismo vértice.
Si consideramos un grafo con 5 vértices,
¢cual es el numero maximo de aristas
que tiene un camino simple?

4. Dadas las matrices siguientes, dibuja un grafo que
las tenga como matrices de adyacencia.

010 1
0 70 0 1
0 2) 0001
1 7110
5. Considera el siguiente grafo y calcula el numero

de caminos cuya longitud sea de tres aristas que

hay entre el vértice 2 y el vértice 4.
1@ 2

4 ©®:




